Opérateur / Matrice Densité
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Le concept de base

Concepts importants :

e Moyenne d’un opérateur O : On peut écrire () —= <¢|O|zp> = tr (O|¢><¢|>

O=>,;v;05vi=2_;,; 05 X Py5
On définit la matrice densité p := [1) (1| eton écrit O = tr (Oﬁ)

Exemple pour un espace de Hilbert de dimension 2 (par exemple spin up / spin down):

W) = 1] 1) + ea] L) = < . ) L )W = < al? e >

CoCy ]02\2

o Sur la base des |n>, les éléments de la diagonale de la matrice densité sont les poids
. 2 . . ’
“classiques” |Cp |%, tandis que les termes non-diagonaux représentent les
interférences.

o Normalisation: tr(p) = (¢|p) =>_ |en]? =1

o Lintérét de la matrice densité est de permettre d’effectuer quelques opérations qui
ne peuvent étre définies sur un état quantique décrit par des fonctions d’ondes.



Le concept de base

Concepts importants :

* Cas d’une fonction d’'onde (espace de Hilbert de dimension infinie); la matrice densité
s‘exprime comme :

plx, x') = (z|ple’) = (x[¢){Y|z’) = P(z)*(z)

o Ladensité de probabilité s’exprime simplement comme p(x) = p(x, )
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o Normalisation: [ dxp(x,z) =1



La réduction

Concepts importants : La réduction

e Soit un espace de Hilbert produit £ = &; ® &

* Lesélémentsde £ peuvent s'écrire comme |¢)) = [11) ® [1)o)

» Eleetron shall

Exemple : description du noyau du
deutérium (un proton et un neutron)

w(wlaw27m37 « . 7wZ)




La réduction

Concepts importants : La réduction

* Interaction electron — noyau : en bonne
premiere approximation I'electron n’interagit
pas avec 2 protons simultanément => comment
construire une description plus “compacte” des
Z protons ... tout en préservant le maximum
d’information ?

* On ne peut pas “réduire” la fonction d’onde :

Yred(T1) 1= /dwgdwg,...dwzw(wl,wg,wg,...,azz) n’a aucun sens !!!

La norme n’est en effet pas préservée

* Par contre, on peut “réduire” une matrice densité

pz(x1,xy,...,xz,2'y) = Y(x1, X2, X3, ..., 220" (T}, X5, 5, ..., 2)

est le concept

pred(wlawl) /d$2dw37”'depZ(whw{[?wQ)va'"7wZ7wZ) , P
adéquat

* On note aussi : pred(fBl,«’Bl) = trg . sz(wlﬂiy---)



La réduction

Concepts importants : La réduction

* Exercice : en partant d’un état factorisé|y) = |¢1) ® |1)2), montrer que I'on
. . s / . . -y
retrouve bien la densité £1(Z1, ) en appliquant la reduction sur la densité

p2(m17 wlla L2, 33/2>

* Exemple d’application en physique nucléaire : Hartree-Fock

Méthode de H-F... Elements de la démarche

(E) = (YalH|[ A =

vV P

p

Disparait pour V=0

On minimise (E) sous la contrainte que les états «1 particule» y;
solent normalisés. On introduit pour ce faire les parametres de




La réduction

Concepts importants : La réduction : on integre sur les variables du systeme 2 et on obtient
une matrice densité (dite “réduite”) portant sur le systeme 1

~red

e Définition : pil,iz;’ill,’bz ,OZM1 : ZZ'Q Piy yia;i) ia

* Exemple de “reduction” : état de Bell |¢+> = \/L— (10)1[1)2 + ‘1> \0>2)
p=13(0)1]1)2 +[1)1|0)2) (1(0]2(1] + 1 (1]2(0]) 4 termes
/ L~
L et = 5 ((11)2]0)11(0[ + (0[0)2 [1)11 (L] + {0[1)2 |0)11 (1] + (1]0)2[1)11 (0] )
1 1 0 0

Coherence has been « delocalized » in
the larger system (in a basis

« invariant » way)... and this will
translate into some effective

Il Pas fondamentalement un état mixte decoherence of the quantum system.

50% dans I'état |0> et 50% dans I'état | 1>



Une bonne experience de physique

Recherche de particules rares et furtives .

4

L'observatoire Borexino au Laboratoire national du Gran
Sasso en septembre 2015

Besoin de s’isoler au maximum des
rayonnements cosmiques et en général de
I'environnement.

N

Paradigme du systéeme isolé... aussi adopté
par les fondations de la mécanique
quantique et les “early experiments”
(microscopique) ... mais difficultés
conceptuelles des que l'on va vers le
macroscopique....

... Et de nos jours, micro et macro ne sont
plus deux mondes bien séparés
(importance du méso)



Intro: Decoherence & system-environment
interaction

From B. Vacchini

Revisited all longstanding problems of quantum
mechanics with a new paradigm : quantum systems
are naturally coupled to some external environment
whose role cannot be ignored.

Starting from uncorrelated system — detector /
environment state, the interaction between the
system and the environment will build some global
entangled state (environment is more than a mere
perturbation)

Interaction with environment

1

7 (Ith1) + [p2)) | Eo) —/> (1) B + [i2) | )

V2 |
t=0 Entangled !

Coherence has been « delocalized » in the
larger system (in a basis « invariant » way)...
and this will translate into some effective
decoherence of the quantum system.




Intro: Decoherence & system-env. interaction

Concepts importants :

Matrice densité réduite: Supposons comme annoncé, que le systeme s’intrique avec

I'environnement :
Interaction with environment

/
(I42) + [2)) | Bo) - % (62) B2 + [462) | E2))
Entangled !

1
V2

* Lenvironnement étant complexe, on ne peut en general le mesurer, on peut juste
effectuer des expériences sur le systeme... soit O, une telle observable. On peut alors bien
entendu écrire

Os = 532, (Wil Os 1) (Ei| E;)

\

Dans I'espace de Hilbert du systeme Dans |'espace de Hilbert de I'environnement
* ... mais on perd alors toute la matrice densité

« On préfére définir la matrice densité réduite ps = % > i (B Ey) [y ) (W] € HZ telle
que O, = tr(psO;) ; il s’agit de la partie “observable” du systeme quantique complet.

« On note également ps = tre (p)
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Les systemes mixtes (moyennes statistiques)

Concepts importants : Les moyennes statistiques

« Comment combiner la physique statistique et la mécanique quantique ?

* SionaH(t) = HO + Hy,hastique(t) : plus une évolution déterministe !!! Comment décrire
I’évolution “moyenne” (au sens de la physique statistique) d’un état quantique ?

Pas avec une fonction d'onde moyenne !!!

e Sjune matrice densité peut s'écrire sous la forme p 1= |¢> (10 , on parle d’état “pur”

(ne pas confondre avec un état intriqué)

e Etat pur = état quantique usuel qui peut étre décrit par une fonction d’onde (ou un “ket”)
et “reproduit” sans incertitude “statistique”

e Quid des systemes qui ne sont pas completement determinés (au sens usuel des
fluctuations statistiques) ? Si chaque état ¢z> est préparé avec une probabilité (classique)
p,, on peut définir définir I'état dit “mixte” :

pi=;pi| Vi) (Vi
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Les systemes mixtes (moyennes statistiques)

Concepts importants : Les moyennes statistiques

Matrice densité: Exemple d’'une experience ou spin up préparé dans 50% des cas et spin

down dans 50% des cas :
A 0,5 0
P=\ 0 05

... alors qu’experience ou superposition quantique :
W= LN+ =p=

Dans ce cas

O =tr (Oﬁ) — zz piOi Moyenne double : quantique ET statistique

I11 On ne peut pas toujours “remonter” aux valeurs des p, et aux |y > sur la base de la
matrice densité “mixte”; il n’y a pas de “base privilégiée”.
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Evolution temporelle

On part de I'équation de Schoedinger : ifi-%|1)(t)) = Hlp(t))

Et de la definition de la matrice densité : p := [1)) (¢

b higgh(t) = (hglv() ()] + [(E)) (F{®)])
_ (_mw@») (W (0)] + ilp(¢)) (W(t”ﬁ)
— [H \¢(t)><w(t)l] =t [H ’ﬁ(t)}

Equation de Von Neumann
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Transformée de Wigner

Définition :

1 __ipy Yy, . y
W(:C,p):% dy e” " <$+§|P\$—§>

Il s’agit du meilleur objet qui puisse permettre de se “raccorder” au monde classique.
On peut l'interpréter comme une “densité quantique” dans I'espace des phases (x,p).

On a en effet les distributions marginales :

[ W (.0 = [ ay o) (o + 1ol -

/ﬁﬂku»:-~:ﬁ@>

Attention : la TW n’est pas définie positive :

Exercice : calculer la TW pour un paguet d’'onde Gaussie
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