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PCD1 Arithmétique binaire

1. LES OBJECTIFS D’APPRENTISSAGE

OA1 Représenter un nombre dans n'importe quelle base arithmétique.
Enjeu : Notion de complexité dans un processeur matériel de traitement de I'information.



2. LES CONCEPTS

De maniére générale tout nombre N exprimé dans une base b peut se décomposer sous la
forme polynomiale suivante :

Ngy = S(aph”"+ a,p"" + o+ ap' +agh® + ap™ + . +a b (¢quation 1)

avec

e Sestle signe du nombre

e q; estle symbolederangi, a; eNet0<a; <b

e q, est le symbole de poids le plus fort (MSB : Most Significant Bit si b = 2), et a_,, est le

symbole de poids le plus faible (LSB : Least Significant Bit si b = 2)

m

Le nombre N s'exprime en numérotation de position par Sa,a, ;...ay,a_;...a_,. Les

symboles a,a,_;...qy et a_,...a_,, représentent respectivement la partie entiére et la partie
fractionnaire de N.

On appelle dynamique ou amplitude de codage d’une représentation la différence entre
le plus grand nombre et le plus petit nombre représentables. On appelle résolution ou
précision d’'une représentation la difféerence entre deux nombres consécutifs. A titre
d’exemple pour une représentation décimale d’entiers positifs sur 5 chiffres, la dynamique
est égale a 99999 et la résolution est égale a 1.

Les bases de numération les plus utilisées sont la base décimale (b = 10), la base binaire
(b=2), etles bases dérivées de la base binaire : base octale (b = 8) et base hexadécimale
(b =16).

La numération binaire utilise les 2 bits 0 et 1, la numération octale utilise 8 chiffres : 0, 1, 2,
3,4,5,6, 7, etla numération hexadécimale utilise 16 symboles : 0,1, 2, ..., 9,A,B,C,D, E,
F (les symboles A a F ont pour équivalents décimaux les nombres 10 a 15).

Le systéme binaire et ses dérivés sont ceux utilisés pour le codage des informations dans
les systéemes numériques. La base 16 est couramment utilisée car elle peut étre considérée
comme une écriture condensée de I'écriture binaire et, par conséquent, sa conversion vers
le binaire est particulierement aisée.

Les conversions les plus utilisées sont les suivantes
e Dbase b vers base 10

e Dbase 10 vers base b
e base 2 vers base 2" (8 ou 16)

e base 2" (8 ou 16) vers base 2



2.21 Base b vers base 10

Pour convertir un nombre d’'une base b vers la base décimale, on utilise la méthode dite
des additions qui consiste a utiliser la représentation du nombre sous forme polynomiale
(équation 1).

Exemple 1 : conversion du nombre binaire entier N(,) =1101 0011,, en base 10.
N=127+12%402" +12* +0.2° +0.22 +1.2' +12° =128 + 64 + 16 + 2+ 1 =211,

Exemple 2 : conversion du nombre binaire fractionnaire N, =110011,1001,, en base 10
N=12"+12%+12" +1.2% 4127 4127 = 51,5625

Exemple 3 : conversion du nombre octal entier N, =4513 g, en base 10
N=48+58"+18'+38"=2379 5,

Exemple 4 : conversion du nombre hexadécimal fractionnaire N, =1B20,8,, €n base 10
N=116>+1116% +2.16' +8.16™ =6944,5;,

N.B. : La méthode des additions requiert la connaissance des puissances successives de
la base de départ.

2.2.2 Base 2 vers base 8 ou 16

Il s’agit d’utiliser la représentation du nombre sous sa forme polynomiale (équation 1), et a
factoriser par des puissances de 8 ou de 16.

Exemple 1 : conversion du nombre entier N,y = 1101 0011 en base 8
Ny = 11010011 =1.27 +1.2° + 0.25+1.2*4+ 0.2+ 0.22 +1.21 +1.2°
Ny = 8% (1.2' +1.2°) + 8. (0.2 + 1.2 + 0.2°) 4+ 8°.(0.2% + 1.2' + 1.29)
Visuellement, cela peut se représenter par des regroupements de bits de taille 3 :
Ny = 11010011

A

3 2 13

2.2.3 Base 10 vers base b

2.2.3.1. Nombres entiers positifs (2 méthodes disponibles)
Il existe deux méthodes pour convertir un nombre entier positif :
e Méthode des divisions successives.

e Méthode des soustractions successives : on travaille directement a partir des
puissances de la base d’arrivée. Cette méthode est rapide a appliquer en base 2 ou
les puissances de 2 sont connues facilement.



(a) Méthode des divisions successives

Pour effectuer une conversion d’un entier décimal dans une autre base on applique la
méthode des divisions successives : on effectue des divisions successives du nombre
par cette base, les restes successifs forment alors le nombre converti.

A titre d’exemple, dans le cas d’'une conversion d’'un nombre décimal en son équivalent
binaire, on réalisera des divisions successives par 2. Les restes de ces divisions formeront
le nombre converti dans la base 2.

Exemple 1 : conversion de N =52 en base 2

sens de
lecture

5210y = 110100 5y
figure 1.1 : conversion de 52 ;¢ en base 2 par divisions successives par 2

Exemple 2 : conversion de Ny =90 en base 8

90 | 8
2 118
3.1 4

90(10) = 132(8)
figure 1.2 : conversion de 90(;¢) en base 8 par divisions successives par 8

Chaque division revient a opérer un décalage a droite d’'une position et permet ainsi d’isoler
un bit dans la partie fractionnaire.

(b) Méthodes des soustractions successives

Si les puissances successives de la base d’arrivée sont connues, on peut également, plutot
que dutiliser la méthode précédente, effectuer la transformation par soustractions
successives de ces puissances. Cette méthode est illustrée sur les deux exemples traités
précédemment.

Exemple 1 : conversion de N =52 en base 2



32(=2) < N < 64(=2%), on peut donc retrancher 324 N: N =32 +20,
16(= 24) <20<32(= 25), on peut retrancher 16 : N =32 +16+4,

4 est une puissance de 2, I’itération est donc terminée. On en déduit :

N=2"+2"+22=12"+12% +0.2° +1.2% +0.2" + 0.2 = 110100 5.

Exemple 2 : conversion de N =90 en base 8
64(:82) <N<512(= 83), on retranche 64a N: N =64 +26,

8<26<64(= 82), on retranche 8 : N =64 +8+18,
on peut de nouveau retrancher 2 fois § a 18, on obtient alors : N =64 + 3.8+ 2. Puisque 2 est inférieur a

8, I’itération est terminée, d’ou N = 1.82 +38' +2.8° = 132(8)-

2.2.3.2. Nombres réels positifs (ou fractionnaires)

Pour convertir un nombre fractionnaire de la base 10 vers une autre base, il faut procéder
en deux étapes. La partie entiére du nombre est convertie comme indiqué précédemment ;
la partie fractionnaire du nombre est convertie par multiplications successives : on
multiplie successivement la partie fractionnaire par la base cible, en retenant les parties
entiéres qui apparaissent au fur et a mesure.

Exemple 1 : conversion de N =12,925 en base 2

e partie entiére : 12(19) = 11003,

e partie fractionnaire :

0,925 ‘/r«:i(j;_’s_fsjz» ‘07 -
X2 ) x2 | x2 ) _
A5 AT Al

sens de lecture

0,925(10) = 0,111(2)

figure 1.3 : conversion de 0,925 1) en base 2 par multiplications successives

Finalement 12,9251y =1100,111... (5,

Exemple 2 : conversion de Ny, = 0,45 en base 8

0,45 0,6 0,8
X 8 X8 X8
3,6 4,8 \EA

v v v,

Ve

sens de lecture 0,45(10) = 0,346...(g)

figure 1.4 : conversion de 0,451¢) en base 8 par multiplications successives



Il est visible sur les deux exemples précédents que la conversion peut ne pas se terminer
et que 'on obtient, en s’arrétant a un nombre fini de positions une approximation de la
représentation du nombre.

2.2.3.3. Maintien de la résolution pour les nombres réels positifs
Soit (a,a,_y...ap,a_;...a_y,)qo) €t (apa,_;...ag,a_y...a_;) ) les numerotations de position d’'un

méme nombre N exprimé respectivement en base 10 et en base b. La résolution d’'une base
b est définie comme étant la différence entre 2 nombres consécutifs dans cette base. Elle

estdonc égale a b™".

Ainsi, la résolution est conservée lors du passage de la base 10 a la base b si et seulement
si la résolution du nombre transformé en base b est inférieur ou égal a la résolution de ce

nombre en base 10. 5% < 107", c’est-a-dire si klogb>mlog 10, soit
log 10
log b

>m

Exemple 1 : pour conserver la résolution lors du passage de 0,925, en base 2, il faut garder
log 10
log 2
Exemple 2 : pour conserver la résolution lors de la conversion de 0,45, en base 8, il faut
log 10

log 8

k=3

~ 9,97, soit 10 bits aprés la virgule.

garder k>2

~ 2,2, soit 3 bits apres la virgule.

Les systémes numériques doivent étre capables de traiter des nombres positifs et négatifs.
L’utilisation d’'une représentation signée suppose l'utilisation d’'un format (nombre de bits)
fixé au préalable.

2.31 Représentation en complément a 2

Le complément a 2 est le mode de représentation le plus utilisé en arithmétique binaire et
donc dans les ordinateurs pour coder les nombres entiers.

Dans cette représentation, les nombres positifs se représentent par leur valeur binaire
naturelle. Par exemple +6 est représenté par 0000 0110 sur un format de 8 bits.
La représentation des nombres négatifs s’obtient comme suit :

¢ On part de la représentation binaire naturelle de 'opposé arithmétique du nombre a
coder (nombre positif),

e On calcule son complément a 1 (CA1) ou complément restreint. Celui-ci est
obtenu en inversant tous ses bits,

e On en déduit son complément a 2 (CA2) ou complément vrai en ajoutant 1 au
niveau du LSB, c'est-a-dire en réalisant I'addition binaire du complément a 1 et de 1.
L’addition binaire est décrite succinctement a la section 2.4.

Exemple : représentation de -5 en CA2 sur un format de 8 bits
e Représentation binaire naturelle de +5 : 5 = 0000 0101,



e CAlde+5:5=1111 1010,

o CA2de+5:-5=11111011.

On identifie le CA2 d’'un nombre a son opposé arithmétique, ainsi CA2(A)=-A.

En effet, soit 4=a,_;...ajay, alors A=a,_,...a; ay, etdonc 4+ 4 =11...11 , soit 4+ 4=2"-1,
et -4 =4+1=CA2(4). L’addition de 2 nombres sur un format fixé de n bits étant toujours
réalisée modulo 2™ (cf. section 1.4).
La représentation en complément a 2 présente les caractéristiques suivantes :

e Le principe d’obtention de 'opposé d’'un nombre négatif est le méme que celui

permettant d’obtenir 'opposé d’'un nombre positif,
e Le nombre 0 a une représentation unique,
e Un format sur n bits permet de coder en CA2 les nombres N vérifiant

2 e N<

Par exemple, pour n = 4,

Naoy | Ny | Ny | Ny | ~Nao

0 [ 0000 [ 1111 | 0000 0
I | 000l | 1110 1111 | -1
20010 | 1101 | 1110 | =2
3 |oo0ll | 1100 | 1101 | -3
4 [0100 [ 1011 ] 1100 | 4
5| o101 | 1010 | 1011 | -5
6 | o110 | 1001 | 1010 | 6
7 o111 | 1000 | 1001 | 7

1000 | -8

tableau 1 : représentation en complément a 2 sur 4 bits

On peut ainsi représenter des nombres compris entre -4 et +3 sur un format de 4 bits, entre
-16 et +15 sur un format de 5 bits, entre -32 et +31 sur un format de 6 bits, entre -64 et +63
sur un format de 7 bits, etc.

Remarques :

e Le bit de poids fort (MSB) est représentatif du bit de signe, mais il est traité comme
les autres bits dans les opérations arithmétiques : si MSB = 0 le nombre est positif,
si MSB = 1 le nombre est négatif.

e Le nombre +2"! n'est pas représenté. En effet, dans le cas ou n =4, le calcul du
CA2 de 1000 donne CA2(-8)=-(-8)=CA2(1000)=0111 + 1 = 1000 = (-8)(10). Ce qui est
arithmétiquement incorrect car 0 est le seul entier a étre son propre opposé. On a
donc choisi de supprimer la représentation du nombre +2"1 un MSB a 1 étant
représentatif d'un nombre négatif.

e Lareprésentation des nombres négatifs peut étre recalculée rapidement en
observant que les nombres négatifs entre 1000 (-8) et 1111 (-1) correspondent a
une translation du bloc des nombres codés en binaire naturel de 1000 (8) a 1111
(15) de 16 positions vers le bas. C’est la conséquence de I'addition modulo 2™ .



La représentation sur 4 bits (en CA2 signé et en binaire naturel non signé) est
expliquée sur la figure 1.5.

0011

En noir, nombre non signé sur 4 bits
En bleu ou rouge, nombre signé sur 3 bits

1100 0100

1001 0111
1000

figure 1.5 : Représentation d’un nombre signé et non signé sur 4 bits.

2.3.2 Extension d’un nombre codé en CA2

L’extension d’'un nombre codé sur n bits a un format sur n+k bits est réalisée comme
suit :
e Sile nombre est positif, on compléte les k bits de poids forts par des 0. Par exemple,

01 IO(CAZ) ﬂ)0_001 10(CA2)
\_V__J

6(10) codé
sur 4 bits )
e Sile nombre est négatif, on compléte les k bits de poids forts avec des 1. Par
exemple,

6 bits
1010(CA2) —11 1010(CA2)

%/_/
—6(10) COdé
sur 4 bits

Dans toutes les bases, le principe de I'addition est similaire a celui de I'addition décimale :
on additionne symbole par symbole en partant des poids faibles, et en propageant
éventuellement une retenue. Des exemples sont donnés en fin de section.

Sile nombre de bits est fixé a n, alors on réalise une addition modulo 2™ (puisqu’on ne peut
pas aller au-dela de 2" -1) .
Par exemple, 4+ (-A4)=2" =0mod?2"



_ 1..1
En effet, A+ (—A4) = A+ CA2(4) = A+ A+1=Lv—2+1=10...0=2"=0mod2”car

n bits
2™ n’est pas représentable sur n bits.

Exemple sur 3 bits : +2 + (—=2) =010+ 101+ 1 =111+ 1 = 1000 = 000 mod 2™

La soustraction, en arithmétique binaire, est le plus souvent appliquée sur des nombres
signés. Dans ce cas, cette opération se raméne dans tous les cas a une addition.

Si le format des nombres est fixe, le résultat de I'addition peut donner lieu a un
dépassement de capacité.

Dans le cas ou les nombres sont codés en binaire naturel, le résultat de I'addition de 2
nombres binaires codés sur n bits peut dépasser la plus grande valeur codable sur n bits,

qui est 2" —1 en binaire naturel.

Dans le cas ou les nombres sont codés en complément a 2, 'addition de 2 nombres
exprimés sur n bits fournit toujours un résultat correct, sauf dans le cas ou le résultat n’est
pas représentable sur les n bits. Il y a alors dépassement de capacité lorsque les deux
opérandes sont de méme signe et que le résultat est de signe opposeé.

Dans le registre d’état d’'un ordinateur, deux indicateurs viennent renseigner le programmeur
(ou le systéme d’exploitation) sur la validité des résultats obtenus : la retenue (carry C)
et le débordement (overflow OVF). L’indicateur C signale la présence d'une retenue au
niveau des poids forts; I'indicateur OVF indique que le résultat de I'opération n’est pas
représentable dans le systéeme du complément a 2 sur le format défini au départ.

Nous allons illustrer le positionnement de la retenue et du débordement par quatre exemples
pour des nombres signés, codés en CA2 sur 8 bits :

N 0000 0110 (+6) . 0111 1111 (+127) 0000 0100 (+4) 0000 0100 (+4)
0000 0100 (+4) 0000 0001 (+1) * 1111 1110 (-2) * 11111100 (-4)
0000 1010 (+10) 1000 0000 (-128) 1 0000 0010 (+2) 1 0000 0000  (0)
OVF=0 OVF=1 OVF=0 OVF=0

c=0 C=0 C=1ignoré C=1ignoré
résultat correct résultat incorrect résultat correct résultat correct

Exemple 1 : le résultat (+10) est codable sur 8 bits, le résultat est correct.

Exemple 2 : le résultat (+128) n’est pas codable sur 8 bits. Du fait de I'addition modulo 2™,
on obtient -128, le résultat est incorrect et OVF est positionné a 1 pour indiquer au systéme
d’exploitation que le résultat est incorrect.

Exemple 3 : le résultat (+2) est codable sur 8 bits, le résultat est correct.
Exemple 4 : le résultat (0) est codable sur 8 bits , le résultat est correct.
Remarques :

e La retenue sortante (C) est toujours ignorée lorsque I'on manipule des nombres
signés en CA2 et que le format des nombres est fixé

e La sortie OVF indique si le résultat est correct ou non ; si les 2 nombres sont positifs
(resp. négatifs) et le résultat négatif (resp. positif) alors OVF = 1.

e Pour que le résultat d’'une opération sur n bits soit correct dans la méthode du
complément a 2, il faut que les retenues de rang n et de rang n+1 soient identiques
(cf. Séance sur I'addition binaire).
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Dans les calculateurs, deux représentations sont utilisées pour représenter les nombres
fractionnaires : le codage en virgule fixe et le codage en virgule flottante.

251 Codage en virgule fixe

Dans cette représentation, les nombres réels sont représentés par des entiers, apres
avoir décidé d’un facteur d’échelle k qui est une puissance de la base dans laquelle on écrit
les entiers. Autrement dit, un bloc de n bits est considéré comme un nombre dont la partie
entiere et le signe sont codés sur n—k bits, et dont la partie fractionnaire est codée sur k

bits. La résolution d’'une telle représentation est de 27¥. L’addition de deux nombres réels
en virgule fixe (s’ils possédent le méme facteur d’échelle k) revient a additionner les deux
entiers qui représentent ces nombres. Ce codage est surtout utilisé dans les processeurs
de traitement de signal (DSP) ou les exigences de rapidité sont primordiales. En revanche,
la dynamique de cette représentation est assez limitée : pour un format sur n bits avec k bits

aprés la virgule, la dynamique est de (2" —1)/2*.

25.2 Codage en virgule flottante

Dans le cas précédent, le facteur d’échelle était fixe. Dans le cas du codage en virgule
flottante, le facteur d’échelle peut varier au cours du calcul. On utilise I'écriture semi-
logarithmique suivante :

N=58.M.b° (équation 2)

avec .

S : signe du nombre,

e M : mantisse,

b : base de numération (ici b = 2),
e ¢ :exposant.

L’exposant e est représentatif de I'ordre de grandeur du nombre et la mantisse M est

représentative de sa précision. Le terme b»° joue le réle de facteur d’échelle de la
représentation, mais il est ici explicite, contrairement au cas précédent.

Exemple : représentation normalisée IEEE simple précision des nombres flottants en
machine sur 32 bits (Standard IEEE 754-1985)

31 ] 30 23 |22
S |Caractéristique C Mantisse M
1 bit 8 bits 23 bits

figure 1.6 : norme IEEE, simple précision sur 32 bits

Chaque valeur a représenter est dans ce cas déterminée par I'expression suivante :
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N = (—l)S x 267127 LM (équation 3)

ou la valeur de I'exposant e est donnée par e=C—-127. Ainsi, C peut s’exprimer en binaire
naturel en s’affranchissant du probléme de son signe. C est toujours positif. Le 1 précédent
la mantisse n’est pas représenté en machine. On I'appelle le bit caché.
Cette représentation présente des singularités
e C="0.0"etM ="'0..0": nombre zéro,
e C+#'0.0"etC#"1..1', float normalisé (ou normal)
N=(-1)5x2"127x1,M
e C="0.0"etM #'0..0", float dénormalisé (tres petit)
N=(-1)°x2"12"x0,M
e ( ="1.1"(255) nombre infini (+0siS=0, —osiS=1)si M ='0..0", NaN (not a
number) sinon.
N=(-1)%x2'8x1,0= 4+

Exemple 1 : traduire le nombre décimal 1;,, dans le format précédemment présente.

Il faut le mettre sous la forme normalisée de I'équation 3, soit
1=(=1)° = 21277127 100 --- 0

dou S=0,C=127,et M=000.....0.
On en déduit la représentation en virgule flottante :

31 30 23 22 0
0 0111 1111 000000 ......oooiiiiiiciieeee e 0000
signe carac = +127 mantisse =0

soit 3F800000¢1s).

Exemple 2: traduire le nombre décimal N = +4,75.dans le format précédemment
présente.

On commence par convertir en binaire > N = 100,11 sur 5 bits.

Puis on décale la virgule jusqu’a obtenir un nombre en 1,.. >N = 1,0011 x 22

Afin de conserver le nombre N, un décalage de la virgule de 2 positions a gauche doit étre
compensé par une multiplication du nombre par 22.

On peut ainsi récupérer la mantisse M = 00110..0 sur 23 bits. Puis 'exposante = C — 127 =
2 soit C =129 =10000001.

On en déduit la représentation en virgule flottante :

0 10000001 00110 e 0

La représentation en virgule flottante autorise une dynamique plus grande qu’en virgule fixe.
Dans le format précédent, on peut coder des nombres dont la valeur absolue va de 108 3

12



10®%, et le standard d’écriture en virgule flottante double précision (sur 64 bits) permet de

représenter des nombres atteignant 10°9.

Certains codes peuvent avoir une signification non numérique. Le plus connu d’entre eux
est le code ASCII (American Standard Code for Information Interchange), qui est utilisé pour
représenter les caractéres alphanumériques. Dans ce code, 128 combinaisons (lettres,
chiffres, signes de ponctuation, caractéres de contrdle, etc.) sont codées a l'aide de 7 bits
de 00000000 a 01111111. Les transmissions asynchrones entre machines s’effectuant
souvent sur un format de 8 bits, le dernier bit est alors utilisé pour contréler la parité du
message. Ainsi, sur les 8 bots de 'octet, celui de poids fort est placé a zéro.

La plus grande limitation de I’ASCII est donc le nombre de caractéres codables. Un systéme
de codage plus performance a donc été proposé : UCS (Universal Character Set),
également appelé Unicode. Ce code permet de représenter n'importe quel caractére de
n’'importe quel systéeme d’écriture de langue par un identifiant numérique et un nom unique,
et ce de maniére unifiée quelle que soit la machine utilisée. Une fois le code défini, il faut en
déduire le formatage, c’est a dire son association a un code binaire, c’est I'objectif de UTF-
8 (UCS transformation Format 8 bits). Le tableau 2 présente trois exemples.

Caractere Id. Unicode Codage binaire UTF-8

A 65 01000001

é 233 11000011 10101001

€ 8364 11100010 10000010 10101100

tableau 2 : Exemples de format UTF-8.

Pour le caractere A, le bit de poids fort a ‘O’ indique que le caractére n’est représenté que
par un unique octet (c’est de I'ASCII). Pour le caractére €, I'entéte 110 indique que le
caractére est constitué d’un train de 2 octets. Pour un train de 3 octets et 4 octets, nous
avons I'entéte 1110 et 11110, respectivement. Enfin, un entéte 10 indique que le I'octet fait
partie d’un train d’octets.

13



3. LES EXERCICES D’APPLICATION

Effectuer les conversions suivantes:

a) 1030¢10) = 2
b) 1030¢10) = ®) (a déduire du a))
c) 1030(10) = (16) (a déduire du a))

Expliquer pour chaque conversion la méthode utilisée.

3.8.1 Représentation binaire en CA2
Donner la représentation en Complément a 2 (CA2) des nombres décimaux suivants:

+ 34 +4,75 - 57 -23,75

3.8.2 Conversion d’un nombre en CA2 en sa valeur décimale

Calculer la valeur décimale des nombres suivants codés en CA2:
0101 17101 111,11 000,01

01001 0001001

3.9.1 Conversion de bases

Effectuer les conversions suivantes:

a) ABCD,1F1¢) ©)

b) ABCD,1F (16)

(10)

c) 31,35 (2) avec 8 bits en tout

d) 34,703125(10)

(2) sans approximation

Expliquer pour chaque conversion la méthode utilisée.
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3.9.2 Représentation de nombres en virgule flottante dans les
processeurs (norme IEEE 754)

Donner la représentation en virgule flottante simple précision (sur 32 bits) du nombre
décimal:
+ 35, 5703125

15



4, POUR ALLER PLUS LOIN

Il s’agit d’'une représentation parfois utilisée car plus simple que celle du CA2, mais qui est
moins bien adaptée aux opérations arithmétiques.

Dans cette représentation, le bit de poids le plus fort représente le signe (MSB = 0 =>
nombre positif, MSB = 1 => nombre négatif), et les autres bits la valeur absolue du nombre.

Ainsi, un format de n bits permet de coder les nombres compris entre —(2”_1 ~et2m 1.
Dans cette représentation, le zéro possede deux notations possibles.
Par exemple, pour n =4,

Naoy | Mo | =Ny | ~Nao)

0 0000 || 1000 0
1 0001 || 1001 -1
2 0010 || 1010 -2
3 0011 || 1011 -3
4 0100 || 1100 -4
5 0101 || 1101 -5
6 0110 || 1110 -6
7

0111 ff 1111 -7

tableau 3 : représentation "module + signe" sur 4 bits

N. B. Extension d’'un nombre en représentation "module + signe"

L’extension d’'un nombre codé sur n bits a un format sur n+k bits consiste a décaler le bit de
signe a la position du MSB et a compléter les autres positions par des 0, que le nombre soit
positif ou négatif. Par exemple

6(10) COdé —6(10) Codé
sur 4 bits et Sur 4 bits

Cette représentation peut étre déduite du complément a 2 par une simple inversion du bit
de signe (MSB = 0 => nombre négatif, MSB = 1 => nombre positif). Cette représentation est
commode pour la conversion numérique/analogique car la valeur maximale positive est
codée par tous les bits a 1 et la valeur minimale négative par tous les bits a 0.

Par exemple, pour n =4,

Naoy | Moy | =Ny | ~Nao)

0 1000 || 1000 0
1 1001 || O111 -1
2 1010 || 0110 -2
3 1011 || 0101 -3
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4 1100 || 0100 -4
5 1101 || 0011 -5
6 1110 || 0010 -6
7 1111 || 0001 -7

0000 -8

tableau 4 : représentation binaire décalée sur 4 bits

Le champ d’application des systémes numériques est trés étendu. Lorsque
I'application ne nécessite pas de calculs arithmétiques, les codages précédents sont inutiles
ou peu adaptés. On utilise alors des codages possédant d’autres propriétés. On emploie
ainsi dans certains systémes des codes permettant d’éviter des états transitoires parasites
lors de la saisie de données, ou de visualiser facilement des chiffres ou des lettres, ou bien
encore de détecter des erreurs et/ou de les corriger dans un résultat susceptible d’étre
erroné. Nous présentons ci-aprés quelques codes fréquemment utilisés.

L’ensemble des codes binaires peuvent étre regroupés en deux classes : les codes
pondérés et les codes non pondérés.

Codes pondérés

Un code est dit pondéré si la position de chaque symbole dans chaque mot
correspond a un poids fixé : par exemple 1, 10, 100, 1000 ... pour la numération décimale,
et 1, 2, 4, 8, ... pour la numération binaire. Les codes pondérés ont, en général, des
propriétés intéressantes du point de vue arithmétique.

Le code binaire pur et ses dérivés (octal, hexadécimal)

Ce sont les codes utilisés en arithmétique binaire et qui ont été étudiés dans la
premiere partie de ce chapitre.

Le code DCB (Décimal Codé Binaire) ou BCD (Binary-Coded Decimal)

Ce code est utilisé dans de nombreux systemes d’affichage, de comptage ou méme
les calculatrices de poche. Dans le code BCD chaque chiffre d’'un nombre décimal (de 04,
a 9(10)) est codé a l'aide de 4 bits (de 0000,y a 1001(,)). Ainsi le code BCD n’utilise que 10
mots de codes de 4 bits. Par exemple la représentation du nombre 19954, est : (0001
1001 1001 0101)gcp). Il est possible d’effectuer des opérations arithmétiques en BCD, mais
celles-ci sont plus complexes qu’en binaire classique. Ce code est pondéré avec les poids
1,2,4,8,10, 20, 40, 80, 100, ...

Codes non pondérés

Dans le cas des codes non pondérés, il n'y a pas de poids affecté a chaque position
des symboles. On convient simplement d’'un tableau de correspondance entre les objets a
coder et une représentation binaire. De tels codes peuvent néanmoins parfois posséder des
propriétés arithmétiques intéressantes, comme le code excédent 3.
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Code excédent 3 ou excess 3

Le code excédent 3 utilise, tout comme le code BCD, 10 mots de codes, auxquels on
fait correspondre les 10 chiffres décimaux.

Naoy [ Nexsy

0] 0.0 1 1
1 0100
2 01 0 1
3 01 10
4 01 11
5 1. 000
6 1.0 0 1
7 1. 010
8 1.0 1 1
9 1.1 0 0

tableau 5 : code excédent 3

Il est obtenu en décalant le code binaire de trois lignes vers le haut. Ce code peut étre
intéressant pour effectuer des soustractions car le complément a 1 de la représentation
binaire d’'un chiffre correspond au complément a 9 de ce chiffre. Ainsi, toute opération de
soustraction se raméne a une addition.

Par exemple 5xg3 =1000, son complément a 1 est obtenu par inversion des bits,
§(XS3) =0111=4xg3), le résultat en exceédent 3 est le nombre 4, qui est le complément a 9 de

5 en décimal. Ainsi, pour faire une soustraction, il suffit d’ajouter le complément a 1 du
nombre a retrancher, puis 1. Par exemple, (7-5)xs3) =7(xs3) +3(xs3) +1(xs3)

=1010+0111+0100 = 0101 =2 xg3).

Le code excédent 3 ne présente pas d’intérét en addition.
Code binaire réfléchi ou code de Gray

Ce code numérique n’étant pas pondére, il est peu employé pour les opérations
arithmétiques. |l est, par contre, utilisé pour le codage des déplacements angulaires,
linéaires ou pour la réalisation des tableaux de Karnaugh (cf. chapitre « Propriétés des
variables et fonctions logiques »). La propriété principale de ce code est que deux mots
successifs du code ne different que par un élément binaire. Ceci permet, d’'une part
d’éviter la génération d'aléas (états parasites) au passage de deux combinaisons
successives, et d’autre part de tirer parti de cette adjacence du codage pour simplifier les
fonctions.

L’appellation "binaire réfléchi" provient de sa technique de construction : on peut construire
un code de Gray sur n bits a partir d’'un code de Gray sur n-1 bits en procédant comme suit :
on copie les mots du code de départ, précédés d’'un 0, suivis des mots du méme code, pris
dans l'ordre inverse et précédés d’un 1. Ceci permet de construire un code de Gray de
n’importe quel format (cf. figure 1.7).
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figure 1.7 : Construction du code de Gray sur 1, 2, 3, et 4 bits

0

sur 1 bit

sur 2 bits

sur 3 bits

sur 4 bits
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Codes redondants

Il existe un ensemble de codes congus pour pouvoir détecter, voire corriger des erreurs
dans des messages binaires. Leur principe repose sur linsertion de données
redondantes dans I'information initiale. Leur étude approfondie reléve du domaine des
communications numériques, et ne sera pas traité dans ce cours. Nous citerons
cependant quelques exemples simples de codes redondants, les codes p parmi n et
les codes de contrble de parité.

(a)Code p parmi n

|
Ce code est constitue de C” =ﬁ mots de code. Chaque mot de code est code
pl(n—p)!
sur n bits et contient exactement p "1" et (n - p) "0". Par exemple, le code 2 parmi 5
(tableau 6) est constitué de 10 mots de codes et permet de coder les chiffres décimaux.

Nao) N2 parmis)

0 000 1 1
1 11 0 0 0
2 101 00
3 011 00
4 1.0 010
5 01 010
6 00110
7 1. 0 0 0 1
8 01 0 0 1
9 0 01 0 1

tableau 6 : code 2 parmi 5

L’utilisation de ce code permet, a la réception d’une information, de vérifier par
comptage du nombre de 1 si une erreur s’est introduite dans I'information transmise.
Dans le cas ou plus d’une erreur s’est glissée dans un mot de code, la détection n’est
pas assurée dans tous les cas. Ce code ne permet pas non plus de trouver la place
de l'erreur, donc de la corriger. D’autre part, le décodage des combinaisons est
particulierement simple, car il ne porte que sur 2 bits par combinaison.

(b)Code contrdle de parité

Le codage d’un mot de n bits par controle de parité consiste a y adjoindre un (n+1)eme
bit dont le role est de rendre systématiquement pair ou impair le nombre total de 1
contenus dans l'information codée. Si une erreur se glisse dans l'information, le
nombre de 1 devient impair et I'erreur est détectée. Ce code ne permet pas non plus
de corriger les erreurs.
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1. LES OBJECTIFS D’APPRENTISSAGE

OA2 Représenter une fonction logique décrite par une proposition logique sous la
forme d’une table de vérité, ou sous ses formes canoniques.

OAZ3 Appliquer des propriétés et des théorémes tirés de 'algébre de Boole.

OA4 Choisir la forme conjonctive ou disjonctive d’'une fonction logique pour minimiser
les ressources matérielles nécessaires a I'implantation matérielle de la fonction.

Enjeu : Notion de complexité dans un processeur matériel de traitement de
I'information.



2. LES CONCEPTS

Le fonctionnement des systémes numériques repose sur la manipulation de variables
et fonctions dont les valeurs sont représentées par des grandeurs physiques dites
binaires car ne pouvant prendre que deux valeurs (généralement notées 0 et 1). La
structure mathématique permettant de formaliser les opérations de manipulation de
ces grandeurs binaires est dite algébre de commutation ou plus communément
algébre de Boole. Nous nous intéressons dans ce chapitre aux bases et aux
propriétés fondamentales de I'algébre de Boole indispensables a la compréhension du
fonctionnement des systémes numériques.

2.21. Définitions

Dans I'algébre de commutation, une variable ne peut prendre que 0 ou 1 comme valeur
possible. Une telle variable est dite variable logique, variable binaire, ou variable
booléenne. De méme, une fonction de n variables logiques ne peut prendre comme
valeur que 0 ou 1. Elle est dite fonction logique, fonction binaire, ou fonction
booléenne.

2.2.2. Table de vérité d’une fonction logique

C’est une table donnant I'état logique de la fonction pour chacune des combinaisons
des états de ses variables. Une fonction de n variables est représentée par une table
de vérité a n+1 colonnes et au plus 2" lignes. Le tableau 2.1 donne la forme générale
d’une fonction de deux variables logiques.

A B |[F(AB)
0 0 F(0.0)
0 1 F(0.1)
1 0 F(1.0)
1 1 F(1.1)

tableau 2.1 : forme générale de la table de vérité d’une fonction
de deux variables logiques

2.2.3. Les fonctions logiques élémentaires

Trois fonctions suffisent pour définir une algébre de Boole : la complémentation, le
produit logique, et I'addition logique.

2.2.3.1. La fonction de complémentation ou fonction NON

Le complément de la variable A se note 4 (lire « A barre » ou « non A »). 4 vaut 1
(respectivement 0) si et seulement si A vaut 0 (respectivement 1). On parle encore de
fonction d’inversion logique. Le tableau 2.2 donne la table de vérité de la fonction de
complémentation. Les symboles usuellement utilisés pour représenter graphiquement
I'opérateur correspondant, appelé inverseur, sont ceux de la figure 2.1.




—

0 A~I>O—Z A 1 ~ 4
1 0

tableau 2.2 : table de vérité de la (a) (b)
fonction NON

figure 2.1 : symboles logiques d’un inverseur
(a) notation usuelle (ancienne notation US)
(b) notation normalisée IEEE (ancienne notation européenne)

2.2.3.2. La fonction produit logique ou fonction ET

Le produit logique de 2 variables se note A.B, AB, ou bien encore AAB (lire « Aet B »).
A.B vaut 1 si et seulement si A et B valent 1. Le tableau 2.3 donne la table de vérité
de la fonction ET, et la figure 2.2 les symboles logiques de I'opérateur associé.

A—] A —
AB B_}A.B 5_| & —AB

(a) (b)

A - o >
- O P ([

- O O P

figure 2.2 : symboles logiques de 1’opérateur
ET.

tableau 2.3 : table de vérité de la fonction ET .

(a) notation usuelle

(b) notation normalisée IEEE

2.2.3.3. La fonction addition logique ou fonction OU

L’addition logique de 2 variables se note A+B ou AvB (lire « A ou B »). A+B vaut O si
et seulement si A et B valent 0. Le tableau 2.4 donne la table de vérité de la fonction
OU, et la figure 2.3 les symboles logiques de I'opérateur associé.

A B A+B
0 0 0
0 1 1
1 0 1
1 1 1

tableau 2.4 : table de vérité de la fonction OU

A A —
>1 —A+B
s D/HB s |21 +

(a) (b)

figure 2.3 : symboles logiques de 1’opérateur OU.
(a) notation usuelle
(b) notation normalisée IEEE



2.2.3.4. Propriétés des fonctions NON, ET, et OU
Commutativité des fonctions ET et OU :

AB = BA
A+B=B+ A4

Associativité des fonctions ET et OU :

A(BC)=(AB)C= ABC
A+(B+C)=(A+B)+C=A4A+B+C

Eléments neutres pour les fonctions ET et OU

Al=1.4=4
A+0=0+4=4

Eléments absorbants pour les fonctions ET et OU

A.0=0.4=0
A+1=1+4=1

Propriété d’idempotence des fonctions ET et OU

A A=A
A+ A=A

Propriétés de l'inversion logique
A

0
=1

SN

.A
+

Distributivité de ET par rapport a OU

A(B+C)=AB+ AC
(A+B)C=AC+BC

Distributivité de OU par rapport a ET

A+BC=(A+B)(A+C)
AB+C=(A+C)(B+C)

Autres relations utiles se déduisant des précédentes (relations de

simplification)

A+AB=A1+AB=A(1+B)=A
A(A+B)=(A+0).(A+B)=A+(0.B)=A
A+AB=(A+A).(A+B)=1(A+B)=A+B
A(A+B)=AA+AB=AB

N.B : Si certaines égalités ne vous paraissent pas triviales, c’est qu’elles font
vraisemblablement appel a la propriété de distributivité du OU par rapport au ET.

5



e Théoreme de De Morgan

A.
+

N

+B

B=A

N
o Wl

Ce théoréme se généralise a un nombre quelconque de variables :

> %=[1%
i i
[[x=2x%
i i

N. B. On notera que l'analogie entre I'addition logique (resp. produit logique) et
I'addition (resp. multiplication) de I'arithmétique classique se limite a un nombre
trés restreint de propriétés.

2.2.3.5. Opérateurs secondaires

Dans les circuits logiques, on utilise également des opérateurs qui sont des
combinaisons des fonctions ET, OU, et NON.

1. La fonction NON ET ou NAND : 4.B

La table de vérité de la fonction NON ET se déduit immédiatement de celle de la
fonction ET par inversion du résultat (tableau 2.5).

A B A.B
0 0 1
0 1 1
1 0 1
1 1 0

tableau 2.5 : table de vérité de la
fonction NON ET

-4 — S
_B} A.B _p B— AB

(a) (b)

figure 2.4 : symboles logiques de 1’opérateur
NON ET.
(a) notation usuelle
(b) notation normalisée IEEE



1. La fonction NON OU ou NOR : 4+ B

La table de vérité de la fonction NON OU se déduit immédiatement de celle de la
fonction OU par inversion du résultat (tableau 2.6).

A B A+ B
0 0 1
0 1 0
1 0 0
1 1 0

tableau 2.6 : table de vérité de la fonction NON OU

]‘;D A+ B ’;: S Y

(a) (b)

figure 2.5 : symboles logiques de I’opérateur NON OU, (a) notation usuelle, (b) notation
normalisée IEEE

2. Quelques propriétés des fonctions NON ET et NON OU

Les propriétés des fonctions NON ET et NON OU se déduisent des propriétés des
fonctions élémentaires NON, ET, et OU.

AB = BA A+B=B+ A

(AB)C = A(BC)= ABC mais ABC# ABC

(A+B)+C=4+(B+(C)=A+B+C mais A+B+C#A+B+C

Al=4 A+1=0
A4.0=1 A+0=4
A.A=4 A+ A=A
A A=1 A+A4=0

3. La fonction OU exclusif (abrégé OUEX ou XOR): A4®B=4.B+4.B

4.

A B ADB
0 0 0
0 1 1
1 0 1
1 1 0

tableau 2.7 : table de vérité de la fonction OU exclusif



A4 A— _
BDA@B 5171 —aen

(a) (b)

figure 2.6 : symboles logiques de I’opérateur OU exclusif.
(a) notation usuelle
(b) notation normalisée IEEE

e Propriétés de la fonction OU exclusif

AD®B=B® A (commutativité )
AD(BOC)=(A®B)®C=AD®B®C (associativité )
A®0=A4  A®1=4
A®A=0 A® A4 =1
A®B=A®B

e Utilisations courantes de la fonction OU exclusif

= Détection de deux éléments binaires différents,

A®B=1 < A+B
= Détection d’'un nombre de variables impair,

ADBDCD..=1 < (A, B, C,...) contient un nombre impair de 1

= Somme modulo 2 de deux éléments binaires.

5. La fonction ET inclusif (abrégé XNOR) :4 B=A®B=AB+4.B

A B A B
0 0 1
0 1 0
1 0 0
1 1 1

tableau 2.8 : table de vérité de la fonction ET inclusif

A D_AQB 4 —-1 L_Ao0B
B B —1

(a) (b)

figure 2.7 : symboles logiques de I’opérateur ET inclusif.
(a) notation usuelle
(b) notation normalisée IEEE

e Propriétés de la fonction ET inclusif



Les propriétés du ET inclusif se déduisent aisément des propriétés de la fonction OU
exclusif en remarquant que

AOB=A®B=A®B=A®B
e Utilisations courantes de l'opérateur ET inclusif

= Détection de deux éléments binaires égaux,

AD®B=1 < A=B
= Détection d’'un nombre de variables pair,

ADBDCD..=1 & (A,B, C,...) contient un nombre pair de 1

2.31. Formes algébriques disjonctives, conjonctives,
canoniques

Considérons la table de vérité de la fonction booléenne F de 3 variables A, B, et C,
définie par le tableau 2.9.

A | B | C |[numérodela| F(A,B,C)| F(4,B,C)
combinaison
0/0]|O0 0 1 0
0|0 |1 1 1 0
01110 2 0 1
O[1]1 3 0 1
171010 4 1 0
1101 5 1 0
11110 6 1 0
11111 7 0 1

tableau 2.9 : table de vérité d’une fonction booléenne F de 3 variables

On peut extraire une expression de F en exprimant les combinaisons des variables A,
B, et C pour lesquelles F est égale a 1 : F vaut 1 pour les combinaisons 0, 1, 4, 5, et
6, c'est-a-dire si ABC=1, ABC=1, ABC=1, ABC=1, ou ABC =1. La fonction F peut
donc s’écrire sous la forme :

F(A4,B,C)=ABC+ABC+ABC + ABC+ ABC
Dans cet exemple, si A=B=C=0, alors F=1 car 4 BC =1. Toutes les autres combinaisons
de variables d’entrée sont égales a 0.
L’expression obtenue est une somme logique de produits logiques, il s’agit d’une
forme algébrique disjonctive. Les produits logiques font intervenir toutes les
variables, sous leur forme directe ou complémentée. Ces produits élémentaires sont
appelés mintermes. Pour n variables logiques, il existe 2" mintermes différents,
chaque minterme étant égal a 1 pour une seule combinaison des n variables. La
représentation d’'une fonction sous la forme d’'une somme de mintermes est dite forme
canonique disjonctive ou premiére forme canonique.



On peut extraire une seconde expression de F en exprimant les combinaisons des
variables A, B, et C pour lesquelles F est égale a 0. F vaut 0 pour les combinaisons 2,
3, et 7, ce qui peut encore s’écrire :

F(4,B,C)=(A+B+C).(A+B+C).(A+B+C)

En effet, si B=1etA = C =0 (ce qui correspond a la combinaison 2), alors A + B +
C =0 etdonc F = 0. Idem pour les combinaisons 3 et 7.

On peut également commencer par exprimer F = A.B.C + A.B.C + A.B.C. En effet,
F=0 siB=1etA=C =0 . Puis appliquer le théoréme de De Morgan sur cette
expression pour obtenir F.

Comme pour la forme disjonctive, toutes les autres combinaisons sont, dans ce cas,
égales a un. Cette nouvelle expression a une forme duale de la précédente. C’est un
produit logique de sommes logiques, il s’agit d’'une forme algébrique conjonctive.
Les sommes logiques composant le produit font intervenir toutes les variables, sous
leur forme directe ou complémentée. Elles sont appelées maxtermes. Pour n
variables logiques, il existe 2" maxtermes différents, chaque maxterme étant égal a 0
pour une seule combinaison des n variables. La représentation d’une fonction sous la
forme d’un produit de maxtermes est dite forme canonique conjonctive ou seconde
forme canonique.

2.3.2. Représentations de référence d’une fonction logique

Parmi les différentes représentations des fonctions logiques étudiées dans ce chapitre,
trois d’entre elles peuvent étre considérées comme des représentations de référence
en raison de leur unicité :

¢ l|atable de vérité,
¢ les deux formes canoniques.

En effet, deux fonctions logigues sont égales si et seulement si leurs tables de vérité
ou leurs formes canoniques sont identiques.

2.3.3. Critéres de choix d’une représentation

L’'un des deux types de représentation, forme disjonctive ou conjonctive, peut étre
préférable a I'autre si des contraintes sont imposées sur la réalisation matérielle des
fonctions. En particulier, dans le cas de l'utilisation de circuits logiques réalisant les
fonctions logiques élémentaires, le type de circuits disponibles peut favoriser une des
deux formes.

Ainsi, la forme disjonctive est bien adaptée a une réalisation a base d’opérateurs NON
ET. En effet, soit F une fonction de 4 variables écrite sous la forme disjonctive suivante
(non canonique dans le cas traité, puisque les produits ne sont pas des mintermes) :

F(4,B,C,D)=A.B+CD
Pour réaliser cette fonction a I'aide d’opérateurs NON ET et d'inverseurs, il faut dans
un premier temps transformer la fonction pour I'écrire sous la forme d’'une combinaison

de fonctions élementaires NON ET et d’inversion (application du théoréme de De
Morgan):

F(4,B,C,D)= A.B+CD= A.B+CD=A.B.CD

Il reste ensuite a assembler le nombre adéquat d’'opérateurs élémentaires pour réaliser
F. La figure 2.8 montre un schéma de réalisation (ou logigramme) de F utilisant 3
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opérateurs NON ET et 1 inverseur. Si I'opérateur d’'inversion n’est pas disponible, il
peut lui-méme étre réalisé a I'aide d’un opérateur NON ET, cf. §4.1.1.

B
. l: }7} F(4,B,C.D)

figure 2.8: logigramme de la fonction F & base d’opérateurs NON ET et d’un inverseur

De méme, la forme conjonctive est bien adaptée a une réalisation a base d’opérateurs
NON OU. En effet, soit une fonction G de 4 variables écrite sous une forme conjonctive

G(A,B,C,D)=(A+B).(C+D)=(A+B)(C+D)=A+B+C+D

La fonction G peut étre réalisée a l'aide de 3 opérateurs NON OU et 2 inverseurs
(figure 2.9).

A—

p— So— G(4.B.C.D)
; ] >—
D

figure 2.9 : logigramme de la fonction G a base d’opérateurs NON OU et d’inverseurs

Lorsqu’aucune contrainte extérieure n'impose l'une des représentations, la forme
disjonctive est traditionnellement plus utilisée que la forme conjonctive, en raison de
I'analogie de notation entre les opérations logiques et arithmétiques.

Lors de la mise en ceuvre d’'une fonction logique dans un circuit, deux types de
contraintes peuvent étre prises en compte : optimiser la vitesse du circuit (c.-a-d.
obtenir une fréquence maximale de fonctionnement la plus grande possible) ou bien
optimiser sa complexité (c.-a-d. obtenir un encombrement sur silicium minimal). Dans
le cas ou la contrainte de complexité est la plus forte, il faut utiliser le minimum de
matériel. Il est, pour cela, nécessaire de représenter la fonction a réaliser sous une
forme simplifiée, c’est-a-dire utilisant un nombre minimal d'opérateurs. Le probleme
de la simplification des fonctions logiques est traité a la séance suivante.
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3. EXERCICES D’APPLICATION

Etablir les tables de vérité des fonctions suivantes, puis les écrire sous les deux formes
canoniques :

F=XY+Y/+ X/
F,=(X+Y)(X+Y+2)
A faire a la maison pour s’entrainer

Fo=X+YZ+Y.ZT

E=X+Y +2)X+Y +2) X +Y +2) X +Y+Z) (X +Y +2)

Complémenter les fonctions suivantes (sans simplifier) :
F =XY + XY + XY
B=XY.Z+Y2)+XYZ+XY.Z

A faire a la maison pour s’entrainer

F,=XY +ZT + XY +ZT

Ecrire sous la premiére forme canonique les fonctions définies par les propositions
suivantes :

fi(a,b,c) =1 sij et seulement si aucune des variables A, B, C ne prend la valeur 1
f2(a,b,c) =1 si et seulement si au plus une des variables A, B, C prend la valeur 0

Mettre les fonctions sous la seconde forme canonique.

A faire a la maison pour s’entrainer

f3(a,b,c) =1 sietseulement si exactement une des variables A, B, C prend la valeur
1

Mettre les fonctions sous la seconde forme canonique.

Ecrire sous la seconde forme canonique la fonction définie par la proposition suivante:
g(a,b,c)=0 si et seulement si aucune des variables A, B, C ne prend la valeur 1.

Mettre cette fonction sous la premiére forme canonique.

12



4, POUR ALLER PLUS LOIN

4.1.1. Opérateurs complets

Un opérateur logique est dit complet s’il permet de réaliser les trois fonctions de base
de I'algébre de Boole et, par conséquent, toutes les fonctions logiques. Par exemple,
opérateur NON ET est complet. Il en est de méme pour Popérateur NON OU.

En effet,

De méme,

A+B=A+B+ A+ B
En revanche, les opérateurs OU exclusif et ET inclusif, ne sont pas complets.
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1. LES OBJECTIFS D’APPRENTISSAGE

OAS5 Simplifier une fonction logique a 3, 4 ou 5 entrées a l'aide d'un tableau de
Karnaugh.

Enjeu : Notion de complexité dans un processeur matériel de traitement de
I'information.




2. LES CONCEPTS

Simplifier une fonction logique consiste a rechercher une expression de cette
fonction conduisant a la réalisation d’un circuit de colt minimal. Il faut cependant noter
que la minimisation a tout prix du nombre d'opérateurs n’est pas toujours le but
recherché. Dans le cas de fonctions complexes, des contraintes de vitesse ou de
testabilité peuvent aller a I'encontre d’'une minimalisation des expressions. On peut,
par exemple, étre amené a augmenter la complexité des opérateurs d’un circuit pour
accroitre sa vitesse de fonctionnement, ou a limiter la simplification d’'une fonction pour
extraire du circuit des variables logiques internes.

2.21. Introduction

Le diagramme ou tableau de Karnaugh est un outil graphique qui permet de
simplifier de fagon méthodique une fonction logique. Bien que les diagrammes de
Karnaugh soient applicables en théorie a des fonctions ayant un nombre quelconque
de variables, ils ne sont en pratique utilisables « a la main » que pour un nombre de
variables inférieur ou égal a 6.

Dans la section 2.2.2, nous partons de la définition de l'adjacence logique pour
expliquer pourquoi I'adjacence géométrique de deux termes dans le tableau de
Karnaugh conduit a la simplification d’une variable d’entrée.

Dans la section 2.2.3, nous détaillons la construction du diagramme (ou tableau) de
Karnaugh selon le nombre de variables d’entrée de la fonction.

Dans la section 2.2.4, nous décrivons le principe de la simplification géométrique a
partir de regroupements et de la lecture des variables communes a chaque
regroupement.

2.2.2. Adjacence logique

Deux termes sont dits logiquement adjacents s’ils ne different que par une variable.
Par exemple, 4BC et 4 BC sont deux termes produits adjacents, et 4 + B+C + D et
A + B+ C + D sont deux termes sommes adjacents.

La somme de deux produits adjacents et le produit de deux sommes adjacentes
peuvent étre simplifiés par mise en facteur, en raison des propriétés de distributivité
réciproque des opérateurs ET et OU. En effet,

AB + AB = A(B+ B) = A (distributivité de ET par rapport & OU),
et

(A+B)(A+B)= A+ BB = A (distributivité de OU par rapport a ET).
Ainsi, a partir de la somme (resp. le produit) de 2 combinaisons de 2 variables, nous
obtenons une seule variable. Une variable a donc été simplifiée, ce qui conduit a une
fonction logique moins complexe. La diminution de la complexité est recherchée sil'on
souhaite minimiser le cot d’un circuit.
Un tableau de Karnaugh est une table de vérité disposée de telle sorte que tous

les termes logiquement adjacents soient également géométriquement
adjacents, afin de mettre visuellement en évidence les simplifications possibles.




La méthode de Karnaugh est applicable a partir d’'une représentation de la fonction
sous une de ses deux formes algébriques canoniques. En pratique, la premiére forme
canonique (forme disjonctive) est la plus utilisée. Par la suite, le principe de la
simplification est détaillé dans ce cas, mais toutes les étapes décrites sont également
applicables pour une représentation sous la forme conjonctive.

2.23. Construction d’'un diagramme de Karnaugh

Dans un diagramme de Karnaugh, la correspondance entre adjacence logique et
adjacence géométrique est due au codage des combinaisons de variables : deux
combinaisons voisines ne varient que par un seul bit (codage de Gray). Chaque case
du tableau représente un minterme, et pour une fonction de n variables, chaque case
est adjacente a n autres cases, représentant les n mintermes adjacents.

Lors du remplissage du diagramme, la valeur logique 1 est inscrite dans les cases
correspondant aux mintermes présents dans l'expression de la fonction, puis le
tableau est complété par des 0. Les 0 peuvent étre omis pour alléger I'écriture.

2.2.3.1. Fonction de 2 variables

La figure 2.1(a) donne la position des 4 mintermes dans un tableau de Karnaugh a 2
variables. La figure 2.1(b) montre la correspondance entre adjacence logique et
adjacence géomeétrique : le terme 4B, repéré par le symbole @ est adjacent aux
termes 4 B et AB, repérés par le symbole ®. Sur la figure 2.1(c), le tableau est rempli
dans le cas de la fonction F,= 4B + AB + A B.

A A A
AB | AB DO 111
B AB | AB B @ B 110

(a) (b) (c)

figure 2.1: diagramme de Karnaugh a 2 variables
(a) position des mintermes
(b) termes adjacents & 4B
(c) remplissage pour F=AB + AB + AB

Le tableau de la figure 2.10 (d) présente une autre maniére d’adresser les lignes et les
colonnes du tableau, qui explicite directement les valeurs des entrées.

A 0 1

B
0 AB AB

1 AB AB

figure 2.2: diagramme de Karnaugh a 2 variables
(d) explicitation des valeurs des variables d’entrées



2.2.3.2. Fonction de 3 variables

B A B A B A
ABC | ABC | ABC | ABC 0l ol 1111110
ABC | 4 ABC | ABC| cl|lo|o|@ |0 cll1]lo0|1]o0

(a)

figure 2.3 : diagramme de Karnaugh a 3 variables
(a) position des mintermes
(b) termes adjacents & 4 BC (symbole @) et & ABC (symbole ®)
(c) remplissage pour F, = ABC + ABC+ ABC + ABC + ABC

Pour le terme 4BC , 'adjacence géométrique est évidente. En revanche, pour retrouver
I'adjacence géométrique dans le cas de 4 BC, il faut remarquer que les cases aux
deux extrémités de la premiére ligne sont adjacentes. Ceci est mis en évidence en
représentant le tableau sous forme cylindrique comme le montre la figure 2.4.

|
Al

A

ABC

S|

ABC

|

|

Ql
R
oo
Ql

ABC

|
e
a
I

figure 2.4 : représentation cylindrique d’ un tableau de Karnaugh a trois variables

Plus généralement, deux cases situées aux extrémités d’'une méme ligne ou d’'une
méme colonne sont adjacentes. Ceci est di au code de Gray qui est un code cyclique.




2.2.3.3. Fonction de 4 variables

CANCANCEN-
CANANCENC

figure 2.5 : diagramme de Karnaugh a 4 variables
(a) termes adjacents 8 A BCD (symbole @) et 8 ABCD (symbole @)
(b) remplissage pour 3= A BCD + ABCD + A BCD + ABCD+ ABCD

Les adjacences sur les bords d’un tableau a quatre variables sont mises en évidence
par les deux représentations de la figure 2.6.

 en \ \
ABC ZECDw A BCD ABCD\ ABCD

; J /1 Il
ZE/CE/ / ascp _ 1

ABCD __—~_ ABCD

ABCD

(b)

figure 2.6 : représentations cylindriques d’un diagramme de Karnaugh a quatre variables
(a) mise en évidence des adjacences entre lignes
(b) mise en évidence des adjacences entre colonnes



2.2.3.4. Fonctions de 5 et 6 variables

E E
B—A —_ B B A B
®
D ® 5
ole|o ® ®
Cl o ® ® oo Cc @
(a)
® ® ® ®
ole|a @ @
F
D ®
o

(b)

figure 2.7 : forme générale d’un diagramme de Karnaugh a 5 variables (a) et a 6 variables (b)
(a) termes adjacents 8 4 BCDE (symbole @) et 3 ABCDE (symbole @)
(b) termes adjacents & 4B CDEF (symbole @) eta 4 BCDEF (symbole ®)

On notera qu'a partir de 5 variables, le repérage des termes adjacents devient
beaucoup plus délicat, et qu’'une représentation similaire a celle de la figure 2.6 est
irréalisable. La limite de cette méthode, utilisée « a la main », est donc liée au
probléme de visualisation des adjacences.

2.24. Principe de la simplification

On repére les cases adjacentes contenant un 1 et on les regroupe par paquets de 2".
Un regroupement par 2" correspond a la simplification par n variables.

o Atitre d’'exemple, pour une fonction de 3 variables (cf. figure 2.8)

by

B A g _A

2| @]

B

am

B

(a) F=BC (b) F= 4B (c) F=BC



B —A _A
A7 <JEBER ) A
C‘ K" c C‘1 \k
(@)

F=5 (e) F=C () F=B

figure 2.8 :

¢ 1 case correspond a un minterme donc a un produit des 3 variables,

e 2 cases groupées représentent un produit de 2 variables : il y a simplification
par la variable intervenant a la fois sous forme directe et sous forme
complémentée. Trois exemples sont présentés dans les tableaux (a), (b), et
(c) de la figure 2.8. Ainsi, pour le diagramme (a),
F=ABC+ ABC =(A+ A)BC =BC.

e 4 cases groupées représentent un « produit» de 1 variable, comme
lillustrent les diagrammes (d), (e), et (f). Par exemple, le diagramme (d)
donne
F=ABC+ABC+ABC + ABC = AB(C +C)+ AB(C+C)=AB+ AB =(A + A)B=B.
Toutes les variables intervenant a la fois sous forme directe et sous forme
complémentée sont éliminées.

e 8 cases regroupées conduisent alors naturellementa F = 1.

b

B

a»

B A g _A

D | @]

B

(d) F=BC (e) F= 4B (f) F=BC

B A 5 A g A
A1 BB =~ T 1
| \t c c‘ 1 \t |

@F=5 (e) F=C () F=B

figure 2.8 : exemples de regroupements dans des diagrammes de Karnaugh a 3 variables

Dans le cas plus général ou plusieurs regroupements sont possibles, il faut remarquer
gu’une case peut étre utilisée plusieurs fois, en raison de la propriété d'idempotence
de la fonction OU : A+ A + ... = A. Considérons les exemples de la figure 2.9 dans le
cas de fonctions de 4 variables :



A
<
I\
e
Cr
\/

DT T [T D[ 1 [ D 1
————— = L4
) N SEERI c
| TUWLL I
(@) F=BC +CD (b) F=B+ACD (c) F=BCD+ ACD + ABC

figure 2.9 : exemples de regroupements multiples dans des diagrammes de Karnaugh de 4 variables

2.2.4.1. Technique a appliquer sur un diagramme de
Karnaugh quelconque

Pour obtenir une expression simplifi€ée minimale, il faut inclure tous les 1 du tableau
dans des groupements de taille 2" en respectant les principes suivants :

e Essayer de minimiser le nombre de groupements afin de minimiser le
nombre de termes dans I'expression de la fonction. Il est alors préférable de
rechercher les groupements en commencgant par les cases qui ne peuvent
se grouper que d’une seule fagon. Ceci permet d'utiliser chaque 1 un
minimum de fois.

e Veérifier que toutes les cases d'un groupe partagent le méme nombre
d’adjacences avec leurs congénéres du groupe (soit n adjacences pour un
groupe de 2" cases).

e Les groupements de 1 doivent étre les plus grands possibles (minimisation
du nombre de variables).



2.2.4.2. Exemples

e Exemple 1 : Simplification de
F,=ABCD+ABCD+ABCD+ ABCD+ ABCD+ ABCD+ ABCD+ ABCD + ABCD+ ABCD.
B A A

1
S IFEERERE p|[&][1 A
v

C

1 Cl'] 1

(a) diagramme de Karnaugh de F (b) identification des groupes de taille 4

B 2 B 2

LM A A

o | [ JATLAS D |Tetl] 1
N %’I

cll] |1 Cl'

)

—

(c) identification des groupes de taille 2 (d) identification des cases isolées

figure 2.10 : simplification de la fonction F

Apres regroupement des 1 suivant les regles définies précédemment (figure 2.10), on
obtient la forme simplifiée suivante : F =CD+ AD +BD+ ABC + ABC + A BCD.

10



e Exemple 2 : Simplification de

F,=ABCD+ ABCD+ ABCD + ABCD+ ABCD+ ABCD+ ABCD+ A BCD+ ABCD + A BCD.

A
B —— B A BA—
Ei pay

111 1 111 1 Q__JI) (1\

—r—

P AERE Dﬂrhﬁ‘l D_11\\1/
cll[1]1]1 1 N\ v/ Cm)/

C
1 : \
(a) diagramme de (b) identification des (c) identification des
Karnaugh de F, groupes de taille 4 groupes de taille 2

figure 2.11 : simplification de la fonction F,

Les regroupements ont été effectués de facon a minimiser le nombre de groupes. On

obtient alors ;, =BD+ ACD+ ABC + ABC.

e Exemple 3 : On va ftraiter ici un exemple de simplification a partir de la
représentation de la fonction sous la seconde forme canonique. On place alors dans
le tableau les 0 correspondants aux maxtermes intervenant dans I'expression de la
fonction : F;=(4+B+C)(A+B+C)(A+B+C)(A+B+C).

B A
A+B+C | A+B+C | A+B+C| A+B+C
¢ A+B+C | A+B+C |A+B+C | A+B+C
(a)
B —A E—

c 0olofo C‘ WQE|

(b) (c)

figure 2.12 : simplification de F; (représentée sous la deuxiéme forme canonique)
(a) position des maxtermes dans un diagramme de Karnaugh a 3 variables
(b) diagramme de la fonction F; : placement des 0

(c) résultat du regroupement des 0
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On obtient, aprés simplification : F;=(4 +C)(4+ B).

La lecture du résultat de regroupement des 0 est telle qu’une variable d’entrée égale
a 1 correspond a cette variable complémentée dans I'expression finale. Ainsi dans
I'exemple de la F; = (4 + C)(4+ B), la 1" combinaison correspond a A=1 et C=1. Dans
la 2" combinaison, A=0 et B=1.

Une autre fagon de faire consiste a d’abord obtenir la fonction simplifiée F, en
considérant les 0 comme des 1 dans le tableau de Karnaugh, et en en faisant la lecture
correspondante (comme si on cherchait la 1°® forme canonique). Puis de
complémenter la fonction simplifiée a I'aide du théoréme de De Morgan, pour obtenir
F.

Ainsion lit F; = (A. B) + (A.C) puis on complémente et on applique le théoréme de De
Morgan :

F;=(A.B)+ (A.C) =(A+B).(A+0)

Remarque : Le résultat de la simplification peut ne pas étre unique. Par exemple, soit
Fy,=ABC+ABC+ ABC+ ABC + ABC + ABC. La figure 2.13 donne deux résultats de

simplification de méme complexité.

A
g A

P —_—

Gl (1\ 1 1
| SSEELV/ @c”%"

(@) ;=AC+BC+AB (b) Ey=BC + 4B+ AC

—

figure 2.13 : simplification de Fy4

2.2.4.3. Cas des fonctions incomplétement spécifiées

Une fonction est dite incomplétement spécifiée si, pour certaines combinaisons des
variables, elle prend indifféremment la valeur 0 ou la valeur 1, ou bien si 'occurrence
de ces combinaisons n’est pas prévue dans la définition de la fonction. Dans ce cas,
on a l'habitude d’inscrire un "X" ou un "-" dans les cases associées a ces
combinaisons. On parle alors d’états indifférents ou indéterminés pour désigner les
cases du diagramme correspondantes. Ces états peuvent étre utilisés partiellement
ou totalement pour simplifier la fonction. Les régles suivantes doivent alors étre
respectees :

o Effectuer d’abord les regroupements sans tenir compte des cases X ou -,

e Utiliser ensuite les cases X ou - pour réunir les groupes préexistants ou
augmenter leur taille,

12



¢ Ne jamais utiliser une case X ou - pour créer un nouveau groupe, ceci irait a
I'encontre du principe de minimisation du nombre de termes.

e Exemple : Soit la fonction E définie par le diagramme de la figure 2.14(a) (forme

3IT).
B A g A
X X
D -
11 1 b | |/
X
c| | XXX | X c Hﬂﬁ !
111]x]|X T]X

(a) (b)

figure 2.14 : exemple de fonction incomplétement spécifiée

La présence d’états indifférents permet d’optimiser les regroupements comme indiqué
sur la figure 2.14(b). Ainsi, pour I'écriture de F sous forme simplifiee, les états
indéterminés insérés dans les groupements sont considérés comme des 1 et les
autres comme des 0. On obtient alors Fs=C+ A4 D+ BD.

2.2.4.4. Les cas du OU exclusif et du ET inclusif

L’expression booléenne 4® B® C®... vaut 1 si elle contient un nombre impair de 1. Si
I'on compléte le diagramme de Karnaugh correspondant, on observe que, en raison
du codage de Gray, le tableau a I'aspect d’'un damier (Figure 2.15).

A B A
A
B—

1 — 1 1

B |1 10 |1 AIEE
C 11 |1

(@) F= A®B 1 1 c

1 1

(b) F=A®B&C (C) F=A®B®C®D
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B A B

1 1 1 1
D[ 1 1 1 1

1 1 1 1
Cll 1 1 1 1

(d) F=A®B®CODSE

Figure 2.15 : diagrammes de Karnaugh des opérateurs OU exclusif a 2, 3, 4 et 5 entrées

Pour obtenir les diagrammes de Karnaugh de la fonction ET inclusif, il faut échanger
la place des O et des 1.

Dans les deux cas, la fonction n’est pas simplifiable sous la forme classique car aucun
regroupement de 1 n’est possible. |l faut donc savoir reconnaitre cet opérateur lorsqu’il
apparait dans un tableau de Karnaugh. Par exemple, la simplification de la fonction
donnée par la figure 2.16 donne F= A®B®C® D+ AC + BD.

B _A

DN
Y
1

C

figure 2.16 : exemple de fonction contenant un OU exclusif

Lorsque le nombre de variables devient important, au-dela de 6, la manipulation des
diagrammes de Karnaugh devient quasi-impossible. Il est alors nécessaire de recourir
a des méthodes algorithmiques et d’utiliser un calculateur. Ce sont de telles méthodes
qui sont utilisées dans les outils de synthése automatique que I'on trouve actuellement
sur le marché. Leur présentation sort du cadre de ce cours, mais les lecteurs
intéressés pourront trouver de plus amples informations dans [Dan96] et [Sas93].

La minimisation des fonctions logiques permet une réalisation pratique utilisant un
nombre minimal de composants, mais elle n'’est pas une fin en soi. Dans les
techniques actuelles d’intégration, la minimisation du nombre de composants n’est pas
toujours le principal objectif : certaines contraintes de vitesse, de fiabilité peuvent
méme amener a augmenter la complexité d'un circuit. De plus, le progrés
technologique aidant, la densité d’intégration est devenue aujourd’hui telle que le gain
de quelques dizaines d'opérateurs logiques est souvent négligeable devant la
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complexité des circuits (plusieurs centaines de milliers d’'opérateurs élémentaires par
circuit en technologie CMOS).

[Dan96] J. D. Daniels, Digital design from zero to one, John Wiley & Sons, 1996.

[GR87a] M. Gindre et D. Roux, Electronique numérique : logique combinatoire et technologie,

cours et exercices, McGraw-Hill, Paris, 1987.

[LV86] J.-C. Lafont et J.-P. Vabre, Cours et problemes d’électronique numérique, Ellipses,
1986.

[Sas93] T. Sasao, Logic synthesis and optimization, Kluwer Academic Publishers, 1993.

[TP94] J.-L. Danger, C. Degois, A. Galisson, J. Leroux, D. Roux, Composants et fonctions de

[’électronique numérique, cours, polycopié Télécom Paris, 1994,
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3. EXERCICES D’APPLICATION

Simplifier, par la méthode des diagrammes de Karnaugh, les fonctions booléennes
suivantes :

1. F(4,B,C)=ABC+ABC+ABC+ABC + ABC + ABC
2. F(4,B,C)=ABC+ABC+ ABC+ ABC

3. F(4,B,C)=ABC+ ABC + ABC, sachant que la valeur de F pour les états 4 BC et
ABC est indifférente.
4 F(A,B,C)=(A+B+0C).(A+B+0().(A+B+0C).(A+B+0().(A+B+0)

Utiliser les zéros du tableau de Karnaugh et donner le résultat sous forme
conjonctive.

Simplifier, par la méthode des diagrammes de Karnaugh, les fonctions booléennes
suivantes

1. A faire a la maison :
F(A,B,C,D)=ABCD+ABCD+ABCD+ABCD+ ABCD+ABCD+ABCD+ ABCD
C+D)(A+B+C+D)YA+B+C+D)A+B+C+D)

(A+B+C+D)
Donner le résultat sous les deux formes algébriques, conjonctive et disjonctive.

2. F(A4,B,C,D)=(A+B+C+D)(A+B +

3. A faire a la maison :

F(A4,B,C,D)=ABCD+ABCD+ABCD+ABCD+ABCD+ABCD+ ABCD, sachant
que quatre combinaisons de variables sont impossibles : ABCD, ABCD, ABCD et
ABCD .

4. F(A4,B,C,D) prend la valeur 1 pour les combinaisons suivantes des variables
booléennes A, B, C, et D: ABCD,ABCD,ABCD,ABCD,ABCD,ABCD,ABCD. La
valeur de F peut étre quelconque pour les combinaisons 4 BCD, ABCD, ABCD,
ABCD,et ABCD.

Simplifier algébriquement les fonctions suivantes :
1. F=(X+Y) (X +Y)

2. A faire & la maison F, = XY + XY + XY
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4, POURALLER PLUS LOIN

Elle consiste a appliquer les propriétés de I'algébre de Boole (cf. PC4) aux expressions
algébriques des fonctions logiques. Il s’agit principalement de « recettes » dont
I'application demande un peu d’entrainement. Nous allons traiter quelques exemples
qui permettront de passer en revue la plupart des astuces utilisées pour mener a bien
les simplifications.

Dans les exemples suivants, la technique consiste a regrouper judicieusement les
termes puis a simplifier en utilisant les relations de simplification vues a la PC4.

4.1.1. Exemple 1 : simplification de F;,=BC+ AC + AB + B.
AB+B=B,donc K =BC+ AC + B,

d’ou , car BC+B=B.

41.2. Exemple 2 : simplification de F, =(4+B)(4B +C)C.

(X+C)C=C, dou|F =(4+B)C= AC + BC|,

4.1.3. Exemple 3 : simplification de F;= A BC + ABC + ABC + A BC

Il suffit de remarquer que AX +AX=(4+A)X =X, et 'expression devient
[F;=BC+BC=B5]
Dans d’autres cas, il faut « compliquer » I'expression en utilisant les propriétés

d’idempotence du ET et du OU, ou les propriétés de l'inversion, pour éliminer des
termes superflus.

41.4. Exemple 4 : simplification de F, = 4 B+ AC + BC.
L’expression reste inchangée si le troisieme terme est multiplié par 1 :
Fy=AB+ AC +(A+ A)BC.
En utilisant la distributivité de ET par rapport a OU, on obtient
Fy=AB+AC+ ABC + ABC

=AB(1+C)+ AC(1+B)
douff= 1B+ 4]
4.1.5. Exemple 5 : simplification de F5=(4 + B)(4+C)(B+C).

On ne change pas Fs en ajoutant 0 a I'un des termes :
Fs=(A+B)(A+C)B+C+AA).
En utilisant ensuite la distributivité de OU par rapport a ET, on obtient
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Fs=(A+B)(A+C)(4+B+C)(4+C+B)
=(A+B+0.C)(A4+C+0.B)
d'oul [Fs = (4 + B)(4+ )|

Il peut également étre utile de savoir reconnaitre le OU exclusif et son complément !

4.1.6. Exemple 6 : simplification de F;=(A4B + 4 B).(AB + AB).
On remarque que F;=(A4® B).(A® B), d’ou .
4.1.7. Conclusion

Les méthodes algébriques de simplification présentent un inconvénient majeur : elles
ne sont pas systématiques, et leur efficacité dépend donc largement du savoir-faire de
la personne qui les applique. Elles ne peuvent, par conséquent, étre utilisées que
ponctuellement sur des cas simples. Nous ne les utiliserons que ponctuellement dans
les exercices.
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1. LES OBJECTIFS D’APPRENTISSAGE

OA6 A partir d’'une description d’une fonction & réaliser, synthétiser le circuit
combinatoire répondant au probléeme a partir de fonctions logiques combinatoires
élémentaires.

Enjeu : Notion de complexité dans un processeur matériel de traitement de
I'information.



2. LES CONCEPTS

On appelle opérateur ou fonction combinatoire un opérateur logique dont les sorties
ne dépendent, a chaque instant, que de I'état de ses entrées. A chaque configuration
des entrées correspond une configuration des sorties et une seule. Un circuit
numeérique réalisant une fonction combinatoire est un circuit combinatoire.

Outre les opérateurs élémentaires cités au chapitre 2, on distingue comme
opérateurs combinatoires standard :

e les opérateurs de transcodage,
¢ les opérateurs d’aiguillage,

¢ les opérateurs de comparaison,
¢ les opérateurs arithmétiques.

Avertissement : L’étude de ces différents opérateurs est illustrée par des exemples
de circuits standard issus de catalogues de fabricants de circuits intégrés. Les
références complétes de ces circuits contiennent, outre un numéro caractéristique de
la fonctionnalité du circuit, des informations complémentaires inutiles dans le cadre de
ce chapitre (fabricant, technologie de fabrication, produit commercial ou militaire, etc.).
Nous nous limiterons donc, ici, a fournir une référence générique n’indiquant que la
fonctionnalité du circuit. A titre d’exemple, « xx 85 » représente tous les circuits dont
la référence se termine par 85, numéro désignant un comparateur de deux mots de 4
bits. Les fiches techniques (data sheets) des circuits cités dans ce chapitre peuvent
étre consultées dans des catalogues tels que [Mot], [T1], ou [NS], par exemple.

Le champ d’application des systemes numériques est trés étendu. Lorsque
I'application ne nécessite pas de calculs arithmétiques, les codages présentés a la
PC3 sont inutiles ou peu adaptés. On utilise alors des codages possédant d’autres
propriétés. On emploie ainsi dans certains systémes des codes permettant d’éviter
des états transitoires parasites lors de la saisie de données, ou de visualiser facilement
des chiffres ou des lettres, ou bien encore de détecter des erreurs et/ou de les corriger
dans un résultat susceptible d’étre erroné. Nous présentons ci-aprés quelques codes
frécquemment utilisés.

L’ensemble des codes binaires peuvent étre regroupés en deux classes : les codes
pondérés et les codes non pondérés.

221 Codes pondérés

Un code est dit pondéré si la position de chaque symbole dans chaque mot
correspond a un poids fixé : par exemple 1, 10, 100, 1000 ... pour la numération
décimale, et 1, 2, 4, 8, ... pour la numération binaire. Les codes pondérés ont, en
général, des propriétés intéressantes du point de vue arithmétique.



2.2.1.1. Le code binaire pur et ses dérivés (octal,
hexadécimal)

Ce sont les codes utilisés en arithmétique binaire et qui ont été étudiés dans la PC3.

2.2.1.2. Le code DCB (Décimal Codé Binaire) ou BCD
(Binary-Coded Decimal)

Ce code est utilisé dans de nombreux systéemes d’affichage, de comptage ou méme
les calculatrices de poche. Dans le code BCD chaque chiffre d’'un nombre décimal
(de O¢10) @ 9(10)) est code a I'aide de 4 bits (de 0000, a 1001 ). Ainsi le code BCD
n’utilise que 10 mots de codes de 4 bits. Par exemple la représentation du nombre
199510y est : (0001 1001 1001 0101)cp). Il est possible d’effectuer des opérations
arithmétiques en BCD, mais celles-ci sont plus complexes qu’en binaire classique. Ce
code est pondéré avec les poids 1, 2, 4, 8, 10, 20, 40, 80, 100, ...

2.2.2 Codes non pondérés

Dans le cas des codes non pondérés, il n'y a pas de poids affecté a chaque position
des symboles. On convient simplement d’'un tableau de correspondance entre les
objets a coder et une représentation binaire. De tels codes peuvent néanmoins parfois
posséder des propriétés arithmétiques intéressantes, comme le code excédent 3.

2.2.2.1. Code binaire réfléchi ou code de Gray

Ce code numérique n’étant pas pondeéré, il est peu employé pour les opérations
arithmétiques. Il est, par contre, utilisé pour le codage des déplacements angulaires,
linéaires ou pour la réalisation des tableaux de Karnaugh (cf. chapitre « Propriétés des
variables et fonctions logiques »). La propriété principale de ce code est que deux
mots successifs du code ne different que par un élément binaire. Ceci permet,
d’'une part d’éviter la génération d’aléas (états parasites) au passage de deux
combinaisons successives, et d’autre part de tirer parti de cette adjacence du codage
pour simplifier les fonctions.

L’appellation "binaire réfléchi" provient de sa technique de construction : on peut
construire un code de Gray sur n bits a partir d'un code de Gray sur n-1 bits en
procédant comme suit : on copie les mots du code de départ, précédés d’un 0, suivis
des mots du méme code, pris dans I'ordre inverse et précédés d’'un 1. Ceci permet
de construire un code de Gray de n’'importe quel format (cf. Error! Reference source
not found.).



0
1
sur 1 bit

OO0 -=~|-0

sur 2 bits

_ A A A 00 OO0
QO A A OO0
_ A 000 - 0

0 0
sur 3 bits

NN NN e e e NeNeRoNoNo)

OO0 aaalaaaao0coo0o0o0
OO0 A a2aasao0o0l0O0 A aaao0co0o
O 2002002200 a0

—
o

Sur 4 bits

figure 1.1 : construction du code de Gray sur 1, 2, 3, et 4 bits

2.2.3 Codes alphanumériques

Certains codes peuvent avoir une signification non numérique. Le plus connu d’entre
eux est le code ASCII (American Standard Code for Information Interchange), qui est
utilisé pour représenter les caractéres alphanumériques. Dans ce code, 128
combinaisons (lettres, chiffres, signes de ponctuation, caractéres de contréle, etc.)
sont codées a l'aide de 7 bits. Les transmissions asynchrones entre machines
s’effectuant souvent sur un format de 8 bits, le dernier bit est alors utilisé pour contrdler
la parité du message.

2.3.1 Définition

On désigne par opérateur de transcodage un opérateur qui traduit une information
dans un code donné (codeur ou encodeur) ou bien qui, au contraire, permet d’extraire
une ou des informations a partir d’'un code donné (décodeur) ou bien encore réalise
la conversion d’un code vers un autre (convertisseur de code ou transcodeur).

2.3.2 Les codeurs

Le principe de fonctionnement d’'un codeur est le suivant: lorsqu’une entrée est
activée, les sorties affichent la valeur correspondant au numéro de I'entrée dans le
code binaire choisi. Un codeur peut étre vu comme un convertisseur du code décimal
vers un code binaire.



Une seule entrée du codeur doit normalement étre activée a la fois. Dans le cas ou le
code en sortie est le code binaire pur, le circuit correspondant possede N entrées et n

sorties, avec 2" < N <2".

2.3.2.1. Exemples de codeurs
e Exemple 1 : codeur décimal vers binaire (10 entrées vers 4 sorties)

Ce codeur recoit un chiffre décimal sur une des dix entrées et génére I'équivalent
binaire sur les sorties 40 a 43. Une seule entrée doit étre active a la fois.

EO
El —
E2 /]

entrées

codeur

E9'_/

A0
Al

A2
A3

sorties

figure 4.2 : codeur décimal vers binaire

On trouvera ci-aprés (tableau 4.1) la table de vérité simplifiée et les équations de

fonctionnement de ce type de codeur.

Sorties
Entrée
activée (= | 43 | 42 | A1 | A0

1)

EO 0 0 0 0
El 0 0 0 1
E2 0 0 1 0
E3 0 0 1 1
E4 0 1 0 0
E5 0 1 0 1
E6 0 1 1 0
E7 0 1 1 1
E8 1 0 0 0
E9 1 0 0 1

tableau 4.1 : table de vérité réduite du codeur 10 vers 4



Equations logiques :

A0=FE1+E3+ES+ET+E9
Al=E2+E3+E6+E7
A2=E4+E5+E6+ET7
A3=E8+E9

Cet opérateur, qui n’existe pas sous forme de circuit intégré standard, peut facilement
étre réalisé a partir de portes élémentaires.

e Exemple 2 : codeur binaire 8 vers 3

Ce codeur recoit une information codée sur une de ses huit entrées et génére
I'équivalent binaire sur les sorties 40 a 42. Une seule entrée doit étre active a la fois.

EO_\
El —
E2 —

codeur Al  sortties

entrées

E7— /

figure 4.3 : codeur 8 vers 3

:

Sorties
Entrée A2 | Al | A0
activée (=

1)

EO 0 0 0
El 0 0 1
E2 0 1 0
E3 0 1 1
E4 1 0 0
ES5 1 0 1
E6 1 1 0
E7 1 1 1

tableau 4.2 : table de vérité réduite du codeur 8 vers 3

Equations logiques :
A0=FE1+E3+ES+ET
Al=E2+E3+ E6+E7
A2=E4+E5+E6+E7

Dans les deux exemples précédents il n’y a en théorie qu’une seule entrée active parmi
N. Si, dans une application, plusieurs entrées peuvent étre actives simultanément il
faut utiliser un codeur prioritaire.



2.3.2.2. Codeur prioritaire

Ce type de codeur fixe un ordre de priorité entre les entrées. Dans le cas d’'un
encodage en binaire pur, le codeur prioritaire donne en général la priorité a I'entrée de
poids le plus élevé. Par exemple, si les entrées 2, 8 et 9 sont activées simultanément,
le codage de sortie correspondra a I'entrée 9. Ce circuit permet de détecter le rang du
premier bit positionné a 1 dans un mot d’entrée.

e Exemple : encodeur prioritaire 4 vers 2

L’opérateur de la figure 4.4 est un encodeur prioritaire possédant 4 entrées ; I'entrée
E3 correspond a I'entrée la plus prioritaire, et I'entrée E0 correspond a l'entrée la

moins prioritaire
EO_\

El__| A0
entrées encodeur
0 prioritaire Al

E3_/

figure 4.4 : encodeur prioritaire 4 vers 2

sorties

Sa table de vérité et ses équations de fonctionnement sont présentées ci-aprés
(tableau 4.3).

E3 | E2 | E1| EO| A1 | A0

o= |X|X
= [ XXX

1
0
1
0

OO0~
oo~ |X
QOIO|=|—

tableau 4.3: table de vérité de I’encodeur prioritaire 4 vers 2

Apres simplification, nous obtenons les équations suivantes :

A0=E3+ E2E]
Al=E3+E2

2.3.3 Les décodeurs

Un décodeur est un opérateur a n entrées et N sorties avec N <2". Une sortie du
décodeur est activée lorsqu’une configuration particuliere du code est affichée en
entrée. Suivant le nombre de sorties, le décodeur peut décoder toutes les
configurations possibles du code en entrée ou une partie seulement. Un décodeur a n
entrées, permettant de décoder toutes les configurations du code binaire pur sur n bits,

posseéde 2" sorties. Une seule sortie est activée a la fois. En plus des n entrées,
certains décodeurs possédent une ou plusieurs entrées de validation. Par exemple,
pour une validation active au niveau bas, si I'entrée de validation V vaut 0O, alors le
décodage est autorisé ; dans le cas contraire (V= 1), les sorties sont inhibées et




restent inactives. Ces entrées de validation permettent de grouper plusieurs
décodeurs afin d’'augmenter 'amplitude de décodage (voir section 4.2).

2.3.3.1. Les principaux types de décodeurs

a. Les décodeurs binaires

Ce type d’opérateur permet d’associer une sortie parmi 2" avec une information
d’entrée codée sur n bits.

d
—_
W N = O

o J T

, . . n . n
figure 4.5 : décodeur binaire « n vers 2” » ou « 1 parmi 2" »

e Exemple 1: décodeur 2 vers 4

Le tableau 4.4 présente le fonctionnement d’'un décodeur binaire 2 vers 4 ou 1 parmi
4.

E1 | EO SO [ST [S2]83

alajo|o
~lo|l=|o
S Y N o)
Aalalo|l—a
Aalo|lala
Ol

tableau 4.4 : table de vérité d’un décodeur binaire 2 vers 4

Dans cet exemple, on a choisi d’associer la valeur "0" lorsque la sortie est décodée
(sorties actives a 0). Les équations de fonctionnement de ce circuit sont les suivantes

S0=E1.E0
S1=EI1.E0
S2=E1.EQ
S3=E1.E0

La réalisation du logigramme de ce composant a l'aide d’opérateurs logiques
élémentaires ne présente pas de difficulté particuliere.

e Exemple 2 : décodeur 3 vers 8

Contrairement a I'exemple précédent, on associe la valeur logique "1" lorsque le rang
de la sortie active correspond a la valeur binaire présentée en entrée (sorties actives
a 1). La table de vérité (tableau 4.5) comporte 8 sorties qui correspondent aux
mintermes des variables d’entrée.



Entrées Sorties

C B A | SO | ST |[S2|S3 |84 | S5 S6 |87
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 1 1 0 0 0 1 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
1 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0
1 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0
1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 1

tableau 4.5 : table de vérité du décodeur 3 vers 8

Les sorties du décodeur sont données par les relations suivantes :

S0=
Sl=

| |

A
A

QI QI

S7=CBA

Une réalisation possible du décodeur 3 vers 8 est immédiate :

>
-
I>|

figure 4.6 : réalisation d’un décodeur 3 vers 8

b. Le décodeur BCD

Le code BCD (Binary-Coded Decimal, cf. chapitre 1, section 2.5.1.2) est utilisé pour
coder les dix chiffres décimaux. Ce code a 4 bits laisse donc inutilisées 6 combinaisons
sur les 16 possibles. Lorsqu’'une combinaison, comprise entre 0 et 9, est appliquée sur
les entrées ABCD (A est le bit de poids fort), la sortie correspondante est validée. Les
sorties restent au repos (niveau 1 par exemple) dans le cas ou une combinaison
comprise entre 10 et 15 est appliquée sur les entrées.
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Table de vérité :

A B C D|SO S1 S2 S3 S4 S5 S6 S7 S8 S9
0O 0 0 Oofo 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0O 00 111 o0 1 1 1 1 1 1 11
0 0 1 0f1 1 0 1 1 1 1 1 1 1
0O 01 111 1 I 0 1 1 1 1 1 1
0 1 0 0of1 1 1 1 o0 1 1 1 1 1
0O 1 0 1]1 1 1 1 1 0 1 1 1 1
0O 1 1 0]1 1 1 1 1 1 0 1 1 1
0O 1 1 11 1 1 1 1 1 I 0 1 1
1.0 0 0f1 1 1 1 1 1 1 1 0 1
1 0 0 1]1 1 1 11 1 1 1 1 0
1.0 1 0]1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 0 1 1]1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1.1 0 0]1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1. 1. 0 1]1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1.1 1 011 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1. 1 1 111 1 1 1 1 1 1 1 1 1

tableau 4.6 : table de vérité du décodeur BCD

Représentation symbolique usuelle :

SO

S1

A E
B Décodeur :
C BCD :
D | 5
S9

figure 4.7 : entrées et sorties du décodeur BCD

2.3.3.2. Applications des décodeurs

Les applications des décodeurs sont nombreuses. Nous avons choisi de les illustrer a
travers trois exemples.

o Exemple 1: décodage d’adresse d’'une mémoire ou sélection de composants
dans une carte microprocesseur

Dans une carte mére, qui posseéde en général un microprocesseur et plusieurs
composants annexes (RAM, ROM, REPROM, boitiers d’entrées-sorties, etc.), la

11



fonction de décodage est essentielle afin de ne valider qu’un seul boitier a la fois. Les
signaux qui servent au décodage, et donc a la sélection des boitiers sont issus du bus
d’adresse et du bus de contrdle du microprocesseur. La figure 4.8 montre un
synoptique simplifié d’une telle application des décodeurs.

\
Bus adresse et bus contrdle >

7

Micro- Décodeur .
processeur Décodeur

| I
RAM ROM REROM E/S
\

Bus données )

figure 4.8 : sélection d’un composant par décodeur
e Exemple 2 : générateur de fonction

Nous avons vu dans la section a que les sorties Si d’'un décodeur 3 vers 8 étaient
régies par les équations suivantes :

S0=
Sl=

SSTRET

A
Y

QI GI

S§S7=CB 4

On remarque que chaque sortie Si représente un des mintermes des variables A, B,
et C. En réunissant ces mintermes on peut donc calculer n'importe quelle fonction de
trois variables a l'aide d’'un décodeur 3 vers 8 associé a des portes OU. Il est
cependant a noter que l'utilisation de décodeurs en générateur de fonctions est en
pratique peu fréquente.

e Exemple 3 : démultiplexage
Le décodeur est parfois utilisé pour démultiplexer des informations. Dans ce type

d’application, son réle consiste a aiguiller une information présente sur une entrée vers
une sortie choisie parmi les N disponibles.

- SO
a
b B | S1
c C
d D I
entrée Gl I

:q é S15

figure 4.9 : décodeur xx 154 utilisé pour démultiplexer
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Dans I'exemple de la figure 4.9, les informations multiplexées sont injectées dans les
entrées de validation (G1 et G2) du décodeur 4 vers 16. Les entrées A, B, C, et D
possédent ici un réle d’entrées d’adressage. Elles servent a aiguiller I'information
présente sur Gl et G2 vers une des 16 sorties Si .

N. B. Les sorties du décodeur xx 154 sont actives au niveau bas (a 0).

2.3.4 Les transcodeurs

Ces opérateurs permettent de convertir un nombre écrit dans un code C1 vers un code
Cc2.

2.3.4.1. Exemple 1 : le transcodeur BCD/7 segments

Le transcodeur BCD/7 segments permet de commander un afficheur alphanumérique
possédant 7 segments (des diodes électroluminescentes, par exemple). Cet afficheur
permet la visualisation des chiffres 0 a 9 codés en binaire naturel sur 4 bits D, C, B, et
A, ou A représente le bit de poids le plus faible.

—

Ii

SO
S1
S2

S3
S4

S5
S6

o O w >

=

Trans codeur
BCD/ 7 segments

figure 4.10 : commande d’un afficheur par transcodeur

Les équations logiques du transcodeur de la figure 4.10 s’établissent sans difficultés
a l'aide de 7 tableaux de Karnaugh :

S0=A.C+ A.C+B+D

S1=A.C+A.B+B.C+D

S2=A.C+ A.B

S$3=A.B.C+ A.C+ A.B+B.C+D

S4=A+B+C

$5=B.C+ A.B+B.C+D

S6=A.B+C
Ces transcodeurs existent sous la forme de circuits standard proposés par les
fabricants sous les références xx46 a xx 49. Ces circuits possédent des entrées de
contréle supplémentaires : extinction de I'affichage des segments, allumage de tous
les segments, etc. D’autres types de transcodeurs sont capables de commander des

afficheurs alphanumériques. Les fonctions de trancodages sont parfois intégrées dans
les afficheurs.

13



2.3.4.2.

éliminés.

Les équations logiques d'un convertisseur de code Gray/binaire ou binaire/Gray
s’établissent sans probléme a I'aide de la méthode de Karnaugh a partir de la table de

veérité suivante :

Exemple 2 : les convertisseurs Gray/binaire et
binaire/Gray

Le code de Gray ou code binaire réfléchi (cf. chapitre 1, section 2.5.2.2) est largement
utilisé dans les systémes numériques, notamment dans les capteurs de position (pour
coder des positions angulaires, par exemple). En effet, un seul bit change entre deux
positions successives, et les risques d’informations parasites lors des transitions sont

Décimal Binaire Gray

By By B, B, Gy Gs G, G,
0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 1 0 0 0 1
2 0 0 1 0 0 0 1 1
3 0 0 1 1 0 0 1 0
4 0 1 0 0 0 1 1 0
5 0 1 0 1 0 1 1 1
6 0 1 1 0 0 1 0 1
7 0 1 1 1 0 1 0 0
8 1 0 0 0 1 1 0 0
9 1 0 0 1 1 1 0 1
10 1 0 1 0 1 1 1 1
11 1 0 1 1 1 1 1 0
12 1 1 0 0 1 0 1 0
13 1 1 0 1 1 0 1 1
14 1 1 1 0 1 0 0 1
15 1 1 1 1 1 0 0 0

tableau 4.7 : passage du code binaire au code Gray sur 4 bits

Pour des mots codés sur n bits, on obtient :

e Convertisseur Gray/binaire

B, =Gn

et

Bn—i :Gn @Gn_l ®"'@Gn—i pourizl,...,n—l

e Convertisseur binaire/Gray

Gi :Bi ®Bi+1 pouri=1,...,n—1

et
G, =B,

14




On distingue deux classes d’opérateurs d’aiguillage : les multiplexeurs et les
démultiplexeurs.

241 Les multiplexeurs

Ce sont des opérateurs a N=2" entrées d’information ou de données,
Eg,E(,--,En_>,ExN_1, N €ntrées de sélection ou d'adressage 4,_;,4,_5,-:-, 4y, €t une

sortie S. L’affichage d’'une adresse permet de sélectionner une entrée de données
parmi N, pour l'aiguiller vers la sortie S.

2" entrées S|—

n

—E2-1

Ar—l A0

code adresse
sur 7 bits

figure 4.11 : multiplexeur 2" vers 1 ou 2" :1

La fonction logique réalisée par le multiplexeur est régie par I'équation suivante :

2"-1
S= ZmiEi
i=0

ou m; est le ™ minterme des variables logiques 4, ;,4, ,,--,4,. Par exemple,
my =An—l'An—2 "'AI.AO , My =An_1.An_2 "'A].Ao,

La représentation symbolique usuelle et I'équation de sortie d’'un multiplexeur 4 vers 1
sont donnés par la figure 4.12.

Al A0
S:A_I.A_0.EO +A_1.A0.E1 +A1.A_0.E2 +A1.A0.E3

15



figure 4.12 : multiplexeur 4 vers 1

En général, les opérateurs de multiplexage disposent d’'une entrée supplémentaire de
validation V qui permet de valider ou d’inhiber la sortie S. Cette entrée est souvent
utilisée afin d’augmenter les capacités de multiplexage a partir d’'une fonctionnalité de
base. Cet aspect est détaillé dans la section suivante.

2.4.1.1. Exemples de multiplexeurs

La figure 4.13 présente la réalisation d’'un multiplexeur 2 vers 1 a l'aide de deux
interrupteurs CMOS et d’un inverseur élémentaire. La structure inverseur CMOS a été
présenté dans la partie Fonctions électroniques analogiques d’ELP111. Elle sera
revue dans le cours C4.

T
TH«DO*
A
s ae J
B —o §
— B
S=AT + BT F

figure 4.13 : représentation usuelle et réalisation en logique CMOS d’un multiplexeur 2 vers 1

2.4.1.2. Multiplexage de mots

Certains types de multiplexeurs travaillent non pas sur des bits mais sur des mots de
x bits. Les x bits qui forment le mot désigné par I'adresse sont traités simultanément
et aiguillés vers les x bits de la sortie.

0
Mot 0
x-1
0 0
Mot 1 x-1
! x-1
. MUX
)
Mot2™-1 |

Adresse codée sur
n bits

figure 4.14 : multiplexeur de 2" mots de x bits
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2.4.1.3. Applications des multiplexeurs

e Conversion paralléle/série

La fonction premiére du multiplexeur est d’aiguiller des informations provenant de N
canaux vers un canal unique. Ce dispositif permet donc de convertir une information
présente en paralléle sur les entrées d’information en une information de type série, si
toutes les combinaisons d’adresses sont énumérées sur les entrées de sélection.

e Génération de fonctions

Les multiplexeurs peuvent également, tout comme les décodeurs, étre utilisés pour la
génération de fonctions logiques. En effet, toute fonction logique peut se décomposer
sous la forme d’'une somme de mintermes (cf. chapitre 2, section 3.1) :

2"-1
f(x,_1,...x1,%0) = Zdi-mi
i=0

ou m; estle ™ minterme des variables logiques x,,_;,...,x;,xo €t d; =0oul.

Cette expression peut étre rapprochée de I'équation de fonctionnement du
multiplexeur. En effet, les mintermes m; peuvent étre identifiés avec les entrées

d’adresse d’'un multiplexeur. Les coefficients 4; sont identifiés avec les entrées
d’information.
L’exemple du tableau 4.8 et de la figure 4.15 illustre la réalisation d’'une fonction de

deux variables a I'aide d’'un multiplexeur 4 vers 1. Le passage de la table vérité au
montage est immédiat.

A B |F(AB)
0 0 1
0 1 0
1 0 1
1 1 1

tableau 4.8 : table de vérité de la fonction F a réaliser
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VDD

J— e | F

E2

VDD ‘ ’
A B
figure 4.15 : réalisation de la fonction F a I’aide d’un MUX 4 : 1

La réalisation de fonctions logiques a I'aide de multiplexeurs est en pratique utilisée
dans certaines familles de circuits programmables (cf. ELP213 et SIT212). Par
exemple, dans les FPGA (Field Programmable Gate Arrays) ACTEL, toutes les
fonctions combinatoires sont réalisées a base de multiplexeurs.

24.2 Les démultiplexeurs

Ces opérateurs, comme leur nom lindique, réalisent la fonction inverse des
multiplexeurs. lls possédent une entrée d’'information ou de données, n entrées de

sélection (ou de commande), et N =2" sorties. L’affichage d’'une adresse sur les
entrées de sélection permet de sélectionner la sortie vers laquelle I'entrée sera
aiguillée. Le démultiplexeur peut, tout comme le multiplexeur, étre doté d’une entrée
de validation des sorties.

243 Exemples de démultiplexeurs

En pratique, les fabricants de circuits intégrés standard proposent dans leurs
catalogues des circuits pouvant étre utilisés en tant que décodeurs ou en tant que
multiplexeurs (cf. références xx 137, xx 138, xx 139). A titre d’exemple, la table de
vérité du tableau 4.9 et le schéma de la figure 4.16 illustrent le fonctionnement d’un
décodeur/démultiplexeur 1 vers 4. Les circuits intégrés xx 139 comportent deux
décodeurs/démultiplexeurs de ce type.

Entrées
Validation Sélection Sorties
G S1 So| Y0 Y1 Y2 Y3
1 X X 1 1 1 1
0 0 0 0 1 1 1
0 0 1 1 0 1 1
0 1 0 1 1 0 1
0 1 1 1 1 1 0

tableau 4.9 : table de vérité d’un décodeur/démultiplexeur 1 vers 4 du circuit de référence Xx 139
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}YO
>c }w
> D"J }YZ

oL T,

figure 4.16 : structure interne d’un décodeur/démultiplexeur du circuit xx 139

S1

Y3

Lorsque ce circuit est utilisé en décodage, I'entrée G, active a 0, est utilisée pour
valider ou non les sorties. Dans ce mode de fonctionnement, les sorties sont
également actives a la valeur logique 0.

En mode démultiplexage, S7 et SO sont les entrées d’adresse et G joue le réle
d’entrée d’'information. La valeur 0 de G est donc démultiplexée sur les sorties Y en
fonction de la valeur de la sélection S71S0.

yol
Yip
Y2

Y3 L
51 S0

figure 4.17 : vue externe d’un décodeur/démultiplexeur du circuit Xx 139

24.4 Applications des démultiplexeurs

Une des applications les plus classiques du démultiplexeur est la conversion d’une
information présente en série en une information de type paralléle.

—3  Décodeur/
Démultiplexeur

Adresse
de la sortie

gt

figure 4.18 : conversion série/parallele
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2.5.1 Définition

On désigne par opérateur de comparaison ou comparateur un opérateur capable
de détecter l'égalité ou [linégalité de 2 nombres (comparateur simple) et
eventuellement d’indiquer le plus grand ou le plus petit (comparateur complet). Le
tableau 4.10 donne le résultat de la comparaison de 2 éléments binaires.

A B A=B A>B A<B
0 0 1 0 0
0 1 0 0 1
1 0 0 1 0
1 1 1 0 0

tableau 4.10 : résultat de la comparaison de 2 bits 4 et B
Les équations logiques correspondantes sont les suivantes :
(A=B)=ADB
(A>B)=AB
(A<B)=AB
Dans le cas plus général de nombres binaires, deux nombres AetB, A= A4, -+ 4;-+- Ay

et B=B,_;---B;---Bj, sont égaux si tous les bits de méme rang, 4; et B;, sont égaux.
L’équation de fonctionnement du circuit comparateur simple est alors la suivante :

S=Ay® By 4 DB A, D B,_,
n—1

s=]]4es5
i=0

soit encore :

S=(4g® By) + (4 ® B) + (A, ® B, 1)

n—1
i=0

Cette détection peut étre réalisée a 'aide d’opérateurs OU exclusif et d’'une fonction
NOR (figure 4.19).

B0 >——
& 3D—L® s
A >—
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figure 4.19 : comparaison simple de 2 nombres 4 et B

Dans le cas d’'une comparaison compléte de deux nombres binaires A et B, les sorties
A<B et 4> B sont obtenues en effectuant une comparaison compléte des bits de
méme rang, 4; et B;, de facon prioritaire a partir des bits de poids forts (cf.

tableau 4.11). Par exemple, si 4, > B, alors A>B, etsi 4, <B, alors 4<B. Mais si
4, = B, , il est nécessaire de comparer les bits de rang n—1 pour décider, et ainsi de
suite ...

2.5.2 Exemple de comparateurs

Le circuit standard de référence xx 85 (figure 4.20) compare 2 mots de 4 bits A et B.
Outre les entrées de données recevant les deux mots a comparer, il posséde
également trois entrées 4=8B,,, A<B;,,, et 4>B,,, permettant de cascader les
comparateurs pour pouvoir comparer des nombres de plus de 4 bits. Si le comparateur
est utilisé seul, les entrées 4=8B,,, 4<B;,,, et 4>B;, doivent étre connectées
respectivement a 1, 0, et 0. Le tableau 4.11 donne la table de vérité condensée de ce
circuit.

comparateur
Xx 85
— A3
A | /A2
Al
Ao
— B3 A > Bout f—
— B2 A = Bout|— sorties
B —B1 A < B out—
~|Bo
—J A >Bin
—J A =Bin
—1 A <Bin

figure 4.20 : comparateur complet 4 bits xx 85
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Entrées de données Entrées de mise en Sorties
cascade
A3,By | Ay,By | Ay,B; | 49,.By | A>B,,| A=B;,| A<B;,| A>B,,| A=B,,| A<B,,;
Ay > By X X X X X X 1 0 0
A3 < By X X X X X X 0 0 1
A3y =B3| 4y > B, X X X X X 1 0 0
A3 =B3| 4y < B, X X X X X 0 0 1
A3y =B3| Ay =B, | A4 > B; X X X X 1 0 0
Ay =B3| 4y = B,| A} < B, X X X X 0 0 1
Ay =B3| Ay =B,y| A; =By | 4y>By| X X X 1 0 0
Ay =B3| A4y =B,| 4| =By | 4y<By| X X X 0 0 1
Ay =B3| Ay =B,| A =By | 4y =By 1 0 0 1 0 0
Ay=B3| Ay =B,| Ay=B;| 4y=By| O 0 1 0 0 1
Ay=B3| Ay =B,| Ay=B;| 4y=By| O 1 0 0 1 0

tableau 4.11 : table de vérité du comparateur 4 bits XX 85

A titre d’exemple, pour comparer deux nombres de 8 bits, il suffit de relier les sorties
A>B,,;, A=B,,, et A<B,, du comparateur gérant les 4 bits de poids faibles aux

entrées 4<B,,, A=B,,, et 4> B;, du comparateur gérant les bits de poids forts. Dans
ce cas, les valeurs logiques 010 sont appliquées sur les entrées 4<B,,, A=B,,, et
A> B;,, du premier comparateur.
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3. LES EXERCICES D’APPLICATION

Soit un multiplexeur 8 vers 1. Nous souhaitons réaliser les 3 fonctions logiques
combinatoires suivantes. Donner le schéma du circuit pour chacune d’entre elles, a
partir du symbole du MUX 8 vers 1.

Soit un décodeur binaire a 2 entrées Ao et A1 et a 4 sorties So, S1, Sz, et Sz tel qu'une
seule sortie soit active a la fois et que le rang de la sortie active correspond a la valeur
binaire présentée en entrée (ex : Ao=A1=0 => So =1).

1. Etablir la table de vérité de ce décodeur.
2. Réaliser ce décodeur a I'aide d’un circuit démultiplexeur (actif a 1), dont le
symbole est donné ci-dessous.

YO |

Y1

Y2

Y3 [
C1 co

Figure. Symbole du démultiplexeur (actif a 1). 2 entrées de commande C1 et CO et 4 sorties de YO a
Y3. 1 entrée de donnée E.

On souhaite réaliser un comparateur de deux mots de n bits (figure 1)
A=(A,---A;---A)) et B=(B,---B;---B))
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n
A7L | sn
n
B7L
| En

Figure. Symbole du comparateur.

Fonctionnement du comparateur :

— Si l'entrée de validation (V) vaut O, alors les trois sorties (Egal: E,),
(Supérieur : S, ) et (Inférieur : 1, ) sont égales a 0.

— Sil'entrée de validation (V) vaut 1, alors :

S, =1

° ssi A>B

1

[ n

=1 ssi 4<B

o En=lgsi 4=

3.31 Comparateur élémentaire

Dans un premier temps, on souhaite réaliser un comparateur élémentaire de deux
mots de 1 bit (n=1).

= Etablir les équations des sorties Sl, Il,

Bi etv.

et £1 en fonction des entrées Al,

= Dessiner le schéma de ce comparateur a partir d’'opérateurs élémentaires
(INV, NAND, AND, NOR, OR a 2, 3 ou 4 entrées).

3.3.2 Extension a 2 mots de 2 bits
On souhaite maintenant étendre I'amplitude du comparateur a deux mots de 2 bits.

1. Etablir les équations de S,, I,, et E, en fonction des bits 4,, 4;, B,, B;, et
de l'entrée de validation V

2. Concevoir le schéma de ce comparateur en associant des comparateurs
élémentaires et un minimum d’opérateurs (NAND, AND, NOR, OR a 2,3 ou 4
entrées).
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3.3.3 Généralisation (a faire a la maison)

A partir des équations trouvées précédemment, établir les relations de récurrence ci-
dessous :

Sn =f(Sn_1,An,Bn,V)
[n :g(ln—l’AnaBn,V)
En =h(En_1,An,Bn,V)

Les conditions de délivrance de la police d'assurance n° 15 sont les suivantes :
= avoir souscrit a la police n° 10, étre du sexe féminin et mariée,

ou
* n'avoir pas souscrit a la police n° 10, étre du sexe masculin et marié,
ou
= avoir souscrit a la police n° 10, étre marié(e) et &gé(e) de moins de 25 ans,
ou
= étre marié(e) et avoir plus de 25 ans,
ou

= étre du sexe féminin et 4gée de moins de 25 ans.
1. Donner la table de vérité de la fonction logique f telle que f=1 si la police
d’assurance n°15 est délivrée.

2. Donner la fonction logique en utilisant la méthode de simplification de
Karnaugh.

3. Donner le circuit a base d’opérateurs logiques combinatoires (OR, AND)
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4, POUR ALLER PLUS LOIN

411 Code excédent 3 ou excess 3

Le code excédent 3 est un code non pondéré qui utilise, tout comme le code BCD,
10 mots de codes, auxquels on fait correspondre les 10 chiffres décimaux.

Ny Nixs3)

f—

OO NO O[> ILWNI—,PO
AR, o000 0P
Bl (= (= (e (e PR PR PN P o )
Ol o0 |—- |- O
OO, O, O=0ORFR

tableau 12 : code excédent 3

Il est obtenu en décalant le code binaire de trois lignes vers le haut. Ce code peut étre
intéressant pour effectuer des soustractions car le complément a 1 de la
représentation binaire d’un chiffre correspond au complément a 9 de ce chiffre. Ainsi,
toute opération de soustraction se ramene a une addition.

Par exemple 5xg3) =1000, son complément a 1 est obtenu par inversion des bits,
5xs3) =0111 =4xg3), le résultat en excédent 3 est le nombre 4, qui est le complément

a 9 de 5 en décimal. Ainsi, pour faire une soustraction, il suffit d’ajouter le complément
a 1 du nombre a retrancher, puis 1. Par exemple, (7-5)xs3) =7xs3) +3(Xs3) +1(xs3)

=1010+0111+0100 = 0101 =2 xg3)-

Le code excédent 3 ne présente pas d’intérét en addition.

41.2 Codes redondants

Il existe un ensemble de codes congus pour pouvoir détecter, voire corriger des
erreurs dans des messages binaires. Leur principe repose sur l'insertion de
données redondantes dans l'information initiale. Leur étude approfondie reléve du
domaine des communications numériques, et ne sera pas traité dans ce cours.
Nous citerons cependant quelques exemples simples de codes redondants, les codes
p parmi n et les codes de contréle de parité.

4.1.2.1. Code p parmi n
Ce code est constitué de C? = '("—')' mots de code. Chaque mot de code est codé
pi(n—p)!

sur n bits et contient exactement p "1" et (n - p) "0". Par exemple, le code 2 parmi 5
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(Error! Reference source not found.) est constitué de 10 mots de codes et permet
de coder les chiffres décimaux.

Nao) N2 parmis)

0] 0O 00 1 1
1 110 0 0
2 101 0 0
3 011 00
4 1.0 010
5 01 010
6 00110
7 1. 0 0 0 1
8 01 0 0 1
9 0O 01 0 1

tableau 13 : code 2 parmi 5

L’utilisation de ce code permet, a la réception d’'une information, de vérifier par
comptage du nombre de 1 si une erreur s’est introduite dans I'information transmise.
Dans le cas ou plus d’une erreur s’est glissée dans un mot de code, la détection n’est
pas assurée dans tous les cas. Ce code ne permet pas non plus de trouver la place
de l'erreur, donc de la corriger. D’autre part, le décodage des combinaisons est
particulierement simple, car il ne porte que sur 2 bits par combinaison.

4.1.2.2. Code contréle de parité

Le codage d’'un mot de n bits par contrle de parité consiste a y adjoindre un
(n+1)®me bit dont le role est de rendre systématiquement pair ou impair le nombre total
de 1 contenus dans l'information codée. Si une erreur se glisse dans I'information, le
nombre de 1 devient impair et I'erreur est détectée. Ce code ne permet pas non plus
de corriger les erreurs.

421 Matrice de décodage

Dés que I'on souhaite réaliser un décodeur de plus de 3 bits en entrée, il est conseillé
d’utiliser une structure en matrice (figure 4.21) pour obtenir un opérateur de complexité
matérielle minimale.

27



L I I I B

& & & &

L/ L L/
= _>1£ _>1i _>1i2 _>1L8
CHIEEN
< _>1§_ BN _21>1_3 _>1L9
@ EN
c >1 83 >1 N >1 NS >1nl
¢ ep
. >1 N >1 N >1 pl4 > 110
7 Jeph [ [ [ [

figure 4.21 : matrice de décodage de 4 bits

Dans la matrice de la figure 4.21, chaque case du tableau de Karnaugh ou chaque
ligne de la table de vérité correspond a une structure matérielle composée de 2 portes
NAND et d’'une porte NOR. L'utilisation multiple des mintermes des variables c et d,
ainsi que des variables a et b, permet réduire la complexité matérielle par rapport a un
circuit décodant les seize sorties indépendamment les unes des autres. On notera
également que tous les chemins entre entrées et sorties traversent des couches
logiques identiques.

422 Association de décodeurs

Il est possible d’associer plusieurs décodeurs afin d’augmenter les capacités d’un
systéme. La figure 4.22 montre comment deux décodeurs 1 parmi 16 (référence
Xx 154 des catalogues de circuits standard) sont associés pour former un décodeur
de 1 parmi 32 (fonctionnalité qui n’existe pas chez les fabricants de circuits standard,
mais qui peut étre directement réalisée dans un circuit spécifique). Outre les entrées
A, B, C, et D, le circuit xx 154 posséde deux entrées de validation Gl et G2. La
notation barrée ainsi que les ronds sur ces entrées signifient qu’elles sont actives au
niveau logique 0 : les sorties du décodeur ne sont validées que lorsque Gl1=G2=0.

Si I'entrée a vaut 0, les entrées G1 et G2 du décodeur 1 sont actives, celles du
décodeur 2 inactives. Le décodeur 1 est validé, et le décodeur 2 inhibé. Les sorties S0
a S15 sont alors représentatives des entrées b ¢ d e. Si I'entrée a vaut 1, seul le
décodeur 2 est validé et les entrées b, c, d, et e sont décodées sur les sorties S16 a
S31.

28



(ol eI oN ¢)

a9

| COw»>
[t

1
Eq52

2

oaQwy

2

S0
S1

S15

S16
S17

S31

figure 4.22 : réalisation d’un décodeur 1 parmi 32 a partir de 2 décodeurs 1 parmi 16

1.1.1. Décodage a plusieurs niveaux

Afin de réaliser des circuits décodeurs de grande capacité, il est possible d’associer
des décodeurs de base sur plusieurs niveaux.

'

w

’

"

%\ N-1
x bits bits!
nbits
> ) code de 1
(x+n) bits n° (X-1) 0
—> VX-1 f
n bits
; ) N-1
nbitsi
1
< VX-1 ©i o
xbits | i| Vi A
1
N-1
Validation
J nbitsi
1
n°1l 0

W

n bitsi

"oy

VO

X. N sorties

figure 4.23 : décodage de 1 parmi X.N sur deux niveaux

Dans I'exemple de la figure 4.23, le dispositif, qui posséde deux niveaux de décodeurs,
accepte x +n entrées et délivre X.N sorties, avec X =2"et N =2". Le premier niveau
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est constitué d’'un décodeur de type 1 parmi X. Celui-ci regoit x bits en entrées et fournit
sur une des sorties 0 a VX —1 un signal de sélection qui est utilisé pour valider un
des X décodeurs du second niveau. Ces X décodeurs regoivent en entrée les n bits
restants et possédent chacun N sorties. Le signal Validation appliqué sur le décodeur
de premier niveau permet d’autoriser ou non le décodage.

Dans I'exemple de la figure 4.24, deux multiplexeurs élémentaires 8 vers 1 avec
entrées de validation sont associés afin d’obtenir un dispositif capable d’aiguiller 1
entrée parmi 16 vers la sortie. On remarque que le fil d’adresse 4; joue un réle

particulier. Si 43 =0, le multiplexeur 1 est validé, et le multiplexeur 2, qui correspond
aux 8 bits de poids forts, est inhibé (sa sortie est forcée a 0). Les adresses 4, a 4,

permettent donc de choisir une des 8 entrées du premier multiplexeur. Lorsque le
signal 45 vaut 1, le premier multiplexeur est inhibé (sortie a 0) et le second validé. Une

porte OU permet de recueillir la sortie du multiplexeur validé.

EQ e0 @
El el
: MUX
i 8:1
E7 e7
V a2 al a0
O _ _
A3 >
A2 4 S
Al
A0 E
Vv a2 al a0
ES8 el
E9 el MUX
{ 8:1
El15 e7 @

figure 4.24 : réalisation d’un multiplexeur 16 vers 1 a partir de deux multiplexeurs 8 vers 1

30






32






34



'PCD5 - Additionneur binaire]

ELP111
d_nd

IMT Atlantique Fonctions électroniques logiques et analogiques

Bretagne-Pays de la Loire
Ecole Mines-Télécom

Fiche séance

PCDS5 - ADDITIONNEUR BINAIRE

Sommaire

PCDS5 - ADDITIONNEUR BINAIRE 1
1. LES OBJECTIFS D’APPRENTISSAGE 2
2. LES CONCEPTS 3
2.1 OPERATIONS ARITHMETIQUES......c.uutteetieestreeeereeeeseeessseeaseseeasssesessssaesssssesssssessssssessssessssssessssseesssseesnses 3
2,11 AdAItion et SOUSTFACHION. .............ccccueeeeeeeeeeeeee e et 3
2.1.2  MultipliCQtion €t @iVISTON.............c.cocueieeeieieeee ettt ettt e s et eeseenseeaeeneeneas 5
2.2 LES OPERATEURS ARITHMETIQUES.......cciiiiiiiiiitiiteteaeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeseesessssssssssssssssssaeeeeeeeeeeeeeaeaeses 6
221 LeS QAAITIONNEGUES ...ttt e e e e e eaaeeeeens 6
2.2.2 LS SOUSHIACICUES ...ttt e et e e e e e e e e e et e e e e e eeaaeeeeeeeaaaeeeseeenanes 9
2.2.3  Les multiplieurs €t dIVISEUFS ............c.cccueiiiiiiieieeeeee ettt ettt eneas 9
2.2.4  Les unités arithmeétiques €t [OQIGUES..................coeeeueaeeiuiaieeeeeeeeee ettt 9
2.3 BIBLIOGRAPHIE .......ooiiuiiiieitieeeiieeeeiteeeetteeeeteeeeeteeeeeaaeeeeasseeeaseeeesseseasseeesseeaeassseenssseesseeeassseesnseeeasseeannns 9
3. LES EXERCICES D’APPLICATION 10
3.1 OPERATION ARITHMETIQUE : L’ ADDITION, ALGORITHME ET CIRCUIT ......coovuuviieeeeinireeeeeeerieeeeeeeeaneeenes 10
3. 1.1 AIGOFIERING « SCOLAITE ...ttt ettt eseennas 10
3.1.2  Circuit Additionneur binaire COMPIEL .................cc.ccoeveeeeiieeieeieieeieeie et 10
3.2 OPERATION ARITHMETIQUE : LA SOUSTRACTION, ALGORITHME ET CIRCUIT (A FAIRE A LA MAISON) .. 11
3.2.1  Algorithme « scolaire », quelques eXemples ................c..c.ccocvverviriiniininiininieieeeeeeee e 11
1.1.1. Circuit Additionneur/SOUSTFACICU ..................c...cccueeeeeeeeeee e 12
33 DEPASSEMENT DE CAPACITE : OVERFLOW (A FAIRE A LA MAISON) ....ccuvitieieeieeeeeeeeeeeeneeeeesseensennens 12
4. POUR ALLER PLUS LOIN 13
4.1 CAS GENERAL DE LA MULTIPLICATION. .....ccccetiutiieeeeeiueeeeeeeeiseeeeeeeeinseeeeeeeesssseeeeesssseseseeesnssseeeessnssseens 13
42 ADDITIONNEUR A RETENUE ANTICIPEE ......ccutiiitiieeetieeeeeeeeeeeee e e e e e e e eeaeeeeeaaeeeenaeeeeaeeeeeneeeeennens 14
43 LES MULTIPLIEURS ET DIVISEURS (OPERATEURS ARITHMETIQUES)......cccvteruteeieenieenieeseeeeseensnesseensnens 16
4.4 EXEMPLE D’UNE UNITE ARITHMETIQUE ET LOGIQUE DU MARCHE : LE CIRCUIT INTEGRE DE REFERENCE

XX 382 18

1



ELP111

Fonctions électroniques logiques et analogiques

A nd

IMT Atlantique
Bretagne-Pays de la Loire

Ecole Mines-Télécom . ,
Fiche séance
PCD5 — Additionneur binaire

1. LES OBJECTIFS D’APPRENTISSAGE

OA7 Expliquer la différence entre un algorithme et une architecture matérielle
OAB8 Produire I'architecture a retenue propagée de I'additionneur binaire

Enjeu : Notion de complexité dans un processeur matériel de traitement de
I'information.



2. LES CONCEPTS

La section 2.1 traite des opérations arithmétiques effectuées sur les nombres binaires
signés ou non signés : addition et soustraction, multiplication et division.

La section 2.2 traite des opérateurs arithmétiques, c'est-a-dire des circuits
combinatoires permettant la mise en ceuvre matérielle de ces opérations.

Ces opérateurs constituent les circuits élémentaires des unités arithmétiques et
logiques qui constituent le cceur des micro-processeurs actuels.

Dans cette séance, nous partons de la fonctionnalité que I'on souhaite obtenir,
I'addition, puis a partir de l'algorithme de calcul dit « scolaire » (addition posée en
colonne), nous en déduisons une architecture matérielle. Cette architecture matérielle
pourra étre ensuite mise en ceuvre dans un circuit programmable type FPGA (Field
Programmable Gate Array ; voir module SIT212) ou bien dans un circuit intégré, de
type ASIC (Application Specific Integrated Circuit) par exemple.

211 Addition et soustraction

Addition

Le principe de I'addition est, dans toutes les bases, similaire a celui de I'addition
décimale : on additionne symbole par symbole en partant des poids faibles, et en
propageant éventuellement une retenue.

Si le format des nombres est fixe (en binaire naturel ou en complément a 2), le résultat
de I'addition peut donner lieu a un dépassement de capacité (overflow, en anglais).
Cependant, selon le codage des nombres binaires, ce « probléme » est géré
difféeremment.

Dans le cas des nombres codés en binaire naturel, le résultat de I'addition de 2
nombres binaires codés sur n bits peut dépasser la plus grande valeur codable sur n

bits ( égale a 2" -1 en binaire naturel). Dans ce cas, il suffit de prendre en compte la
retenue sortante de I'addition, qui devient le bit de poids fort du résultat. Cela revient
a prendre un bit supplémentaire sur le résultat (soit n+1 bits), pour obtenir le résultat
correct.

Dans le cas ou les nhombres sont codés en complément a 2, ce n’est pas aussi
simple.

Le résultat de I'addition de 2 nombres exprimés sur n bits sur le méme format fournit
toujours un résultat correct, sauf dans le cas ou le résultat n’est pas représentable sur
n bits. Il y a alors dépassement de capacité. On observe que, dans ce cas, les
deux opérandes sont de méme signe et le résultat est de signe opposé (ce qui
est incorrect).

Dans le registre d’état d’'un ordinateur, deux indicateurs (ou flags, en anglais) viennent
renseigner le programmeur (ou le systéme d’exploitation) sur la validité des résultats
obtenus : la retenue sortante (carry C) et le débordement (overflow OVF).

L’indicateur C signale la présence d’une retenue au niveau des poids forts; I'indicateur
OVF indique que le résultat de 'opération n’est pas représentable dans le systéme
du complément a 2 sur le format défini au départ (c'est-a-dire le nombre de bits
fixé des opérandes). Ces 2 indicateurs sont directement générés par le circuit
arithmétique présent dans le micro-processeur.



/\ le circuit arithmétique ne connait pas le format des nombres qui lui sont donnés. I
calcule toujours : le résultat sur n bits, et les 2 indicateurs C et OVF.

Nous allons illustrer le positionnement de la retenue et du débordement par quatre
exemples pour des nombres binaires signés (dans le format CA2) :

. 0000 0110 (+6) . 0111 1111 (+127) 0000 0100 (+4) 0000 0100 (+4)
0000 0100 (+4) 0000 0001 (+1) * 1111 1110 (-2) * 1111 1100 (-4)
0000 1010 (+10) 1000 0000 (-128) 1 0000 0010 (+2) 1 0000 0000  (0)
OVF=0 OVF=1 OVF=0 OVF=0

c=0 C=0 C=1 ignoré C=1 ignoré
résultat correct résultat incorrect résultat correct résultat correct

Dans le 1¢" exemple, +10 est représentable sur 8 bits, le résultat est donc correct. Dans
le 2¢me exemple, +128 n'est pas représentable sur 8 bits, on obtient ainsi -128 en
représentation CA2. Le résultat de I'addition de 2 nombres positifs est un nombre
négatif et I'indicateur OVR est positionné a 1.

Pour que le résultat d’'une opération sur n bits soit correct dans la représentation du
complément a 2, il faut que les retenues de rang n et de rang n+1 soient identiques.

Reprenons maintenant les mémes exemples mais en binaire naturel :

Dans les 1°" et 2¢ exemples, le résultat en binaire naturel sur 8 bits est correct, la
retenue est égale a 0. Dans le 3¢ exemple, on ajoute 4 et 126 en binaire naturel, on
obtient 2 sur 8 bits (0000 0010). Le résultat est incorrect sur 8 bits. Cela est di au
dépassement de capacité puisque 130 n’est pas représentable sur 8 bits. Cependant,
si maintenant on prend en compte la retenue, on obtient bien 130 (1 0000 0010), mais
cette fois-ci sur 9 bits.

Soustraction

La soustraction, en arithmétique binaire, est appliquée sur des nombres signés. Dans
ce cas, cette opération se raméne dans tous les cas a une addition. Ainsi, si 'on
souhaite réaliser 'opération A — B, on effectue tout d’abord le complément a 2 de B,
CA2(B) = —B puis on réalise I'addition A + (—B).

Pour plus d’explications sur le complément a 2, consulter la PC3.

lllustration

La figure 2.1 illustre le principe du débordement (OVR) lors d’'opérations arithmétiques
en CA2.



En noir, nombre non signé sur 4 bits

En bleu ou rouge, nombre signé sur 3 bits

0100

figure 2.1 : illustration de 1’addition et soustraction en CA2 sur 4 bits. Principe de débordement
(OVR).

Extension du bit de signe en CA2

Si on augmente le format d'un nombre positif en rajoutant un ou plusieurs "0" a gauche
du nombre, on ne change pas la valeur du nombre :

0111 = 00111 = 000000111 = +7

Méme chose pour les nombres négatifs ou on ne change pas la valeur du nombre en
ajoutant un ou plusieurs 1.

Donc, si on veut additionner deux nombres codés sur 4 bits (compris entre —8 et +7),
on peut coder ces nombres sur 5 bits par une extension du bit de signe et on est sar
que le résultat sera correct sur 5 bits.

21.2 Multiplication et division

Les opérations de multiplication et de division sont plus complexes que
I'addition, et ne sont traitées que partiellement dans ce chapitre.



Multiplication et division par 2*

Le nombre 2 occupant une place privilégiée en numération binaire (tout comme
le nombre 10 en numération décimale), les cas de la multiplication et de la division par

2% peuvent étre traités a part.

= Multiplication par 2%

Multiplier un nombre binaire par 2% consiste a décaler la virgule de k positions
vers la droite, ou a ajouter k "0" au niveau des bits de poids faible dans le cas des
entiers. Par exemple, soit N =183 =10010,). La multiplication de N par 2 donne

N.2(10)=36(10)=100109(2), et Ssa mu|tip|icati0n pal’ 4, N4(10)=72(10)=100100_0(2) Le
mécanisme est le méme que celui appliqué lors de la multiplication d’'un nombre
décimal par 10*.

= Division par 2%

Le mécanisme est inverse de celui de la multiplication. Diviser un nombre
binaire par 2* consiste a décaler la virgule de k positions vers la gauche, ou a enlever
les k bits de poids faible dans le cas d’une division entiére. Par exemple, soit
N =371y =100101 (5). La division entiere de N par 4 donne N /430y =910y =10015),

tandis que la méme division considérée sur des réels donne
N/4(10) = 9,25(10) = 1001,01(2)

2.21 Les additionneurs

Dans la section 2.1, nous avons détaillé I'algorithme, trés simple, qui permet
d’additionner deux nombres binaires. Dans cette section, nous présentons les circuits
combinatoires, appelés additionneurs, qui mettent en ceuvre matériellement la fonction
d’addition. L’étude détaillée de tous les algorithmes de calcul arithmétique sort du
cadre de ce cours.

La structure des additionneurs a été intensément étudiée depuis les premieres
recherches sur I'architecture des calculateurs. En effet, la conception d’additionneurs
rapides est importante pour effectuer des additions, et donc des multiplications et des
divisions, de la manieére la plus efficace possible.

Ainsi, apres avoir posé le principe de base de 'addition de 2 chiffres binaires dans la
section 2.1, deux architectures d’additionneurs de nombres binaires sont présentées :
'additionneur a retenue propagée et I'additionneur a retenue anticipée. Une
architecture correspond a une instanciation matérielle d’'un algorithme, c'est-a-dire a
un agencement spécifique de ressources matérielles, typiguement présenté sous la
forme d’un logigramme dans le cas d’un circuit combinatoire. Les deux architectures
présentées dans cette section correspondent a deux compromis
vitesse/encombrement différents.

Addition de deux bits

Le demi-additionneur binaire prend en entrée 2 éléments binaires 4, et B,
et délivre en sortie leur somme S, et une retenue C; suivant la table de vérité du
tableau 2.1.

|4 B | s |G|
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tableau 2.1 : table de vérité du demi-additionneur binaire

Le comportement du circuit est régi par les équations S, = 4, ® B, et C;, = 4, .B;,
. L’'opérateur d’addition arithmétique binaire est donc le OU exclusif.
Le schéma de la figure 2.2 représente la structure du demi-additionneur binaire.

Ao
o D5

figure 2.2 : structure du demi-additionneur binaire

Pour additionner deux nombres binaires a plusieurs bits, une technique consiste
a additionner successivement les bits de méme poids avec la retenue de I'addition
précédente. L'opérateur de base, appelé additionneur complet, doit alors prendre en
compte une retenue entrante C;_;.

retenue | somm | retenue
Ay By, entrante | eS; | sortante
Cr-1 C
0 0 0 0 0
0 0 1 1 0
0 1 0 1 0
0 1 1 0 1
1 0 0 1 0
1 0 1 0 1
1 1 0 0 1
1 1 1 1 1

tableau 2.2 : table de vérité de 1’additionneur complet

Les équations logiques correspondantes peuvent s’écrire :
Sy =4, ® B, ©C,_
Cre = Ay By + (A + By) Gy = Ay By + (A © By) G

L’additionneur complet peut, par exemple, étre réalisé a partir de deux demi-
additionneurs et d’un opérateur OU (figure 2.3).



1/2 add.

AB,| Al®B,

G 1/2 add.

]
(4,® B)C,,

S,=4,®B,&C,,

figure 2.3 : une réalisation de I’additionneur complet

Addition de deux nombres binaires

Additionneur a retenue propagée (ripple carry adder)
La solution la plus naturelle pour additionner deux nombres binaires A et B de
n bits s'écrivant en numération de position 4, 14, - A, ---A14y et
B, 1B,,---By---B|B, consiste a associer en cascade n étages d'additionneurs

complets. Le résultat de I'addition est constitué de n+1 bits, soit n bits de somme
Sp_1S,—2--Sk---818, et la retenue finale C,_;. Chaque additionneur complet de rang k

calcule la somme S, et la retenue C, nécessaire a I'étage suivant. La figure 2.4
présente la structure d’un additionneur de deux mots de n bits.

Bn-1 An-1 Cn-2 Bl Al Co BO A0 0
T | T Lk
12 add. | 1/2 add. 1/2 add.
% % | '
Cn-1 1/2 add. 1/2 add. 1/2 add.
_LG C1 _744@
ZI 7 4% 4
r 7
Sn-1 S1 SO

figure 2.4 : additionneur a retenue propagée ou série

Cette solution est intéressante d’'un point de vue matériel car répétitive.
Cependant, le résultat de I'opération n’est disponible en sortie de I'additionneur que
lorsque toutes les retenues, du poids le plus faible au poids le plus fort, ont été
calculées (d’ou le nom d’additionneur a retenue propagée). Le temps de calcul du
résultat est donc directement proportionnel a la taille des nombres manipulés et donc
au nombre d’étages du dispositif, soit n. La technique de calcul anticipé de la retenue
permet de remédier a ce défaut.

Additionneur a retenue anticipée (carry look-ahead adder)
Voir la section 4.



2.2.2 Les soustracteurs

Pour la soustraction 4- B, on peut adopter la méme approche que pour
I'addition. On commence par définir 'opérateur binaire de base et on I'utilise pour
réaliser des soustractions de nombres binaires. En pratique, se pose le probléme de
la représentation des nombres signés dans le cas ou B> A. Pour résoudre ce
probleme, on convient d’'une représentation des nombres négatifs adaptée et la
soustraction est alors ramenée a une addition. La représentation généralement utilisée
est celle du complément vrai ou complément a 2.

223 Les multiplieurs et diviseurs
Voir la section 4.
224 Les unités arithmétiques et logiques

Les fabricants de circuits intégrés proposent de nombreux composants (sous
forme de circuits standard ou bien de macrofonctions) capables d’effectuer un
ensemble d’opérations arithmétiques (addition, soustraction, ...) et logiques (ET, OU,
OU exclusif, ...). L'opération a effectuer est déterminée par des entrées de commande
ou de sélection. Ces opérateurs, appelés UAL (Unité Arithmétique et Logique) ou ALU
(Arithmetic and Logic Unit), sont présents dans de nombreux dispositifs de calcul
comme les microprocesseurs. Un exemple du marché est donné a la section 4.1.

[BH90] J.-M. Bernard et J. Hugon, Pratique des circuits logiques, Collection technique et
scientifique des télécommunications, Eyrolles, 1990.

[Mot] http://www.motorola.com/

[Mul89] J.-M. Muller, Arithmétique des ordinateurs, opérateurs et fonctions élémentaires,
Etudes et recherches en informatique, Masson, 1989.

[NS] http://www .national.com/
[TI] http://www.ti.com/
[Aum96] M. Aumiaux, Logique arithmétique et techniques synchrones, 1% partie : Arithmétique

binaire et décimale, Enseignement de 1’électronique, Masson, 1996.



3. LES EXERCICES D’APPLICATION

Dans cette séance, nous partons de la fonctionnalité que I'on souhaite obtenir,
I'addition, puis a partir de I'algorithme de calcul dit « scolaire » (addition posée en
colonne), nous en déduisons une architecture matérielle. Cette architecture matérielle
pourra étre ensuite mise en ceuvre dans un circuit programmable type FPGA (Field
Programmable Gate Array ; voir module SIT212) ou bien dans un circuit intégré, de
type ASIC (Application Specific Integrated Circuit) par exemple.

A une fonction donnée peut correspondre plusieurs algorithmes. Et a chaque
algorithme peut correspondre plusieurs architectures, et donc plusieurs circuits.

3.1.1 Algorithme « scolaire »

Le bit de retenue Carry est généralement utilisé lorsque les opérandes sont en binaire
naturel. Ce bit supplémentaire permet ainsi d’obtenir un résultat toujours correct sur
n+1, si n est la taille des mots binaires en entrée.

Le bit de débordement (OVF, overflow) est utilisé lorsque les opérandes sont en CA2,
c’'est a dire nombres signés. |l indique que le résultat de I'addition est incorrect
(OVF=1).

L’'Unité Arithmétique et Logique (UAL) n’a pas connaissance du codage des
opérandes. Elle calcule donc les 3 sorties : résultat, carry et OVR indépendamment du
codage.

Compléter le tableau suivant. Vous calculez OVF en supposant que A et B sont
en CA2.

A B A+B Carry OVF
A3 A2 A1 B3 B2 B1 S3S2 S1S0

A0 B0

1100 0010
1010 1001
0010 0111
0011 1111

3.1.2 Circuit Additionneur binaire complet

Le demi-additionneur binaire est un circuit qui prend en entrée 2 nombres de 1 bit ( 4,
et B, ) et génére leur somme (Sk) et une retenue (Ck).

Ay By, Sk Ck
0 0 0 0
0 1 1 0
1 0 1 0
1 1 0 1

Le schéma ci-apres représente la structure d'un "demi-additionneur binaire" :
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A partir des informations ci-dessus, on souhaite réaliser un additionneur complet qui
prenne en compte une retenue ( Cj_;) générée a partir d'un étage précédent.

Table de vérité

o Etablir la table de vérité donnant la somme S, et la retenue sortante C; en
fonction de 4;, B, et C;_;.

e Donner la 1¢ forme canonique pour chacune de ces fonctions.

On souhaite réaliser un additionneur complet a partir de deux demi-additionneurs
et d'un opérateur combinatoire élémentaire g. L’objectif est donc de faire apparaitre
les fonctions somme (AND) et retenue sortante (XOR) des 2 additionneurs dans les
fonctions de I'additionneur complet.

Obtention des fonctions logiques a partir de AND et XOR
e Pourlasomme S, tracer le tableau de Karnaugh correspondant et simplifier la
fonction.
e Pour la retenue sortante C;, simplifier algébriquement a partir de la 1° forme

canonique et a I'aide des propriétés logiques (cf. PC3), pour faire apparaitre les
opérateurs AND et XOR.

Schéma de I’additionneur complet

¢ |dentifier 'opérateur combinatoire élémentaire manquant g, puis

e Donner le schéma d’architecture de I'additionneur complet a partir de deux
demi-additionneurs et de I'opérateur combinatoire élémentaire g.

Schéma de I’'additionneur de mots de n bits (bonus)

En utilisant le module de I'additionneur complet, donnez le schéma d’architecture, d'un
additionneur de mots de n bits capable d'effectuer I'opération S = 4+ B, (+ représente

ici l'opérateur  d'addition  arithmétique), avec A=A, ,,... A,,...,4,4,),
B=(B,,,...B,,...,B.,B)), et $=(S ,,..5,,....5,,5,) . La retenue finale est désignée par
C

n-1-

3.21 Algorithme « scolaire », quelques exemples
Compléter le tableau suivant (A et B sont signés, représentés en CA2) :
+A +B -B +A+(-B) OVF
A3 A2 A1 A0 | B3B2B1B0 S3S2 S1 S0
1100 0010

1"



1010 1001
0010 0111
0011 1111
11.1. Circuit Additionneur/soustracteur

On souhaite transformer le montage précédent en un additionneur / soustracteur. On
rappelle que dans la représentation en complémenta 2, 4-B = A+(-B)=A+B +1.
Proposer le schéma d'un additionneur / soustracteur capable de manipuler des
nombres de 4 bits codés en complément a 2.
Cet additionneur / soustracteur possédera une entrée de commande SOUSTRAC qui
sera utilisée comme suit :

= SOUSTRAC =0, fonctionnement en additionneur

= SOUSTRAC =1, fonctionnement en soustracteur
Pour cela, vous ré-utiliserez le schéma proposé a la question 3.2.4, auquel vous
ajouterez des portes logiques et vous connecterez astucieusement les entrées.
Astuces :

= Commencez par trouver la fonction qui permet d’obtenir B ou B en fonction de
la valeur de SOUSTRAC.

= Puis connectez les entrées astucieusement pour réaliser +1 ou +0 en fonction
de la valeur de SOUSTRAC.

Le montage précédent ne traite pas les problémes de débordement de capacité. Le
bit de sortie OVF (OVF = overflow) sera positionné a "1" lorsqu'il y aura débordement
de capacité en arithmétique signée (CA2).
e A partir de la table de vérité de I'additionneur complet donnée dans I'énoncé,
donner la table de vérité¢ de C, |, S, , et OVF a partirde 4, ,, B, , et C,_,.

n—17 n—1

Cn-2 An-1 Bn- Sn-1 Cn-1 OVF
1®SOUSTRAC

= Enremarquant que OVF peut s’écrire uniguement en fonction des retenues
C,_, et C,_,, donner |'équation logique du bit de sortie OVF en fonction des

retenues C,_; et C,_, . Ainsi, dans la table de vérité de OVF, vous ne
considererez que 2 entrées C,_; et C,,_».
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4, POUR ALLER PLUS LOIN

Dans cette section, nous détaillons le cas de la multiplication et de son opérateur
arithmétique, le multiplieur. Nous distinguons donc la fonction, de I'algorithme et de sa
réalisation matérielle (architecture). Puis nous présentons un exemple d’'unité
arithmétique et logique sous forme de circuit discret.

La multiplication de deux nombres binaires de n bits fournit un résultat sur 2n bits.
Lorsque les nombres ne sont pas signés, le principe est le méme qu’en décimal et fait
intervenir des produits partiels de bits, des additions et des décalages. A titre
d’exemple, la multiplication de 2 nombres de 4 bits non signés, A et B, se décompose
comme suit :

Ay Ay A; Ay Multiplicande A
x By B, By By Multiplieur B

A3BO A2BO A]BO A()BO PrOdUit partlel A % BO

A3B,  AyB;  A;B;  AyB A x B décalé de 1
rang
A3By  ABy,  A1By,  AyB, A x B, décalé de 2
rangs
AyBy  AyBy  A\By  AyBs Ax By décalé de 3
rangs
P, Py Ps P, Py P, P Py Produit P=A4x B

La multiplication de A par B se déroule en trois étapes :
= Multiplication de A par chacun des symboles de B : en base 2, la multiplication

de A par le symbole Bi revient a faire un ET logique entre chaque symbole de
Aet Bi ,

= Deécalage de A% B; ge i rangs vers la gauche,

= Addition des résultats de I'étape précédente.

Lorsque les nombres a multiplier sont signés, le principe de I'opération devient plus
complexe et fait appel a des algorithmes non traités dans ce cours (cf. par exemple
[Aum96]). Néanmoins, dans le cas d’une représentation en complément a 2,
I'algorithme de multiplication précédent est applicable, moyennant une I|égére
modification, si le multiplieur est positif :
= Sile multiplicande est positif, pas de changement,
= Sile multiplicande est négatif, tous les produits partiels sont négatifs ou nuls. I|
faut étendre les produits partiels non nuls a 2n bits en rajoutant des 1 sur les
bits de poids forts.

Exemple :
101 1 (-5

13



x 00 1 1 (+3)
11111011
1111011
000000
0000 O
1111000 1 (-15)

Dans les systémes numériques, la division binaire n’est pas réalisée suivant la
méthode utilisée en décimal [Aum96].

Additionneur a retenue anticipée (carry look-ahead adder)

Le principe de I'additionneur a retenue anticipée consiste a calculer toutes les
retenues en paralléle.

L’équation logique de la retenue sortante de I'additionneur complet établie en
section 2.2.1 peut s’écrire :

C = A By + (A @ By )Cy_y =Gy + B Cpy

Le tableau 4.3 permet d’analyser I'obtention de la retenue sortante a partir des termes
Pk et Gk'

14



n° de Ak Bk Ck—l Ck Pk Gk
ligne
1 0 0 0 0 0 0 Retenue sortante a
0
2 0 0 1 0 0 0
3 0 1 0 0 1 0 Retenue entrante
4 0 1 1 1 1 0 propagée vers
5 1 0 0 0 1 0 la sortie
6 1 0 1 1 1 0
7 1 1 0 1 0 1 Retenue sortante a
1
8 1 1 1 1 0 1

tableau 4.3 : table de vérité de la retenue pour un additionneur complet

On observe que :

= Lignes 1 et 2 :laretenue sortante Ck esta o,

= Lignes 3 a 6 : la retenue entrante Cr-1 est propagée vers la sortie, Cr = Ch1,

Ces 4 lignes de la table de vérité sont caractérisées par la relation

P = Ak ® B =1 P gstci appelé terme de propagation de retenue.
= Lignes 7 a 8 : une retenue sortante a 1 est délivrée en sortie. Ces 2 lignes sont
Gk = Ak B

caractérisées par la relation k=1 Gk est appelé terme de génération

de retenue. C’est encore I'expression de la retenue Rk en sortie d’'un demi-
additionneur (figure 2.2).

Dans le cas de I'addition de 2 nombres A et B de n bits, le bit de retenue de
rang k est donc donné par la relation C, =G, + Cy_ P .

Le principe des additionneurs a retenue anticipée consiste a calculer :

= les couples (P;,G;) alaide de demi-additionneurs, pour 0<k<n-1,

» lesretenues Cy, pour 0<k<n-1, avec C, =Gy + Cy_ P, directement a partir
des différents termes de propagation et de génération, et de la retenue
entrante du premier étage C_; : Cy =Gy +C_1 Ry,

C, =G +CyP =G| +GyP, +C_|FRyP, etc.
» |es bits de somme S, =P, ® C;_;, pour 0<k<n-1.

15



A3 ... A0 B3 ...Bo

Calcul des termes de
propagation et de génération

P3...Po G3 ... Go C-1

Calcul des retenues

figure 4.5 : structure d’un additionneur de mots de 4 bits a retenue anticipée

Cette solution architecturale méne a des circuits plus rapides que les
additionneurs a retenue propagée, car le nombre de blocs logiques traversés pour le
calcul des sorties de I'additionneur est indépendant de la taille des mots en entrée.
Néanmoins, ce type d’additionneur est plus encombrant que I'additionneur a retenue
propagée, la logique de génération des retenues étant plus complexe. Les
constructeurs proposent des circuits connus sous le nom de CLU (Carry Look-ahead
Unit) qui assurent le calcul des termes précédents (ex : référence xx 182).

Les solutions étudiées ne permettent pas de traiter le cas de I'addition de deux
nombres de signes différents. Ce probléme est lié a celui de la soustraction qui est
traitée dans le paragraphe suivant.

Dans les années 70-80, les opérations de multiplication et de division étaient
effectuées de maniere algorithmique dans les processeurs. Ces opérateurs sous
maintenant intégrés sous forme matérielle pour des raisons de rapidité.

Le principe de la multiplication en base 2 a été présenté a la section précédente.
Il existe deux types de solutions pour la réalisation des opérateurs correspondants.
= Solution combinatoire : réseau de portes ET et d’additionneurs binaires
permettant de réaliser simultanément les opérations élémentaires de la
multiplication. La figure 4.6 donne une réalisation possible d’'un multiplieur
combinatoire de deux nombres A et B de 4 bits. Cette structure transcrit
directement sous forme de circuit le réalisation « a la main » du calcul.

16



= Solution séquentielle : cette solution sort du cadre de ce chapitre car non
combinatoire. La multiplication est réalisée en plusieurs étapes faisant
intervenir des opérations successives d’addition et de décalage (cf. chapitre 5)
réutilisant les mémes opérateurs. L’'implantation de cette solution est beaucoup
moins encombrante que la précédente, mais présente des performances de
vitesse dégradées, car elle nécessite plusieurs étapes de calcul.

La réalisation de diviseurs est en fait plus délicate que celle des multiplieurs
mais les divisions sont en pratique beaucoup moins courantes dans les systémes
numériques que les additions/soustractions et les multiplications. L’approche la plus
simple, qui consiste a implanter la division sous forme d’additions/soustractions et de
décalages, conduit a des performances médiocres en termes de vitesse de calcul et
n’est guére utilisée.

Nous ne détaillerons pas davantage les familles de circuits arithmétiques. De
nombreuses architectures existent : pipe-line, paralléle, série-parallele, cellulaires, etc.
Leur étude, qui sort du cadre de ce cours, est détaillée dans [Mul89].

Bo * *
A3 A2 T Al A0

B1 L ® *
A3 A2 Al A0
saliinen
0
—| [ | I [
b3 a3 b2 a2 bl al b0 a0
Additionneur 4 bits
13 r-1— 0
s3 S2 sl s0
B2— * r————
A3 A2 Al A0
[ 14 U 11 ]
I [ I I
b3 a3 b2 a2 bl al bo a0
Additionneur 4 bits
13 r-1— 0
s3 s2 sl S0

U

[ [ [
b3 a3 b2 a2 bl al bo a0

Additionneur 4 bits

13 r-1— 0
|7 ST ST 51’ SO‘

P7 P6 Ps P4 P3 P2 P1 Po

figure 4.6 : réalisation d’un multiplieur combinatoire de 2 mots de 4 bits
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L'UAL référencée xx 382 est un circuit qui est constitué d’environ 80 portes
logiques élémentaires. A I'aide des entrées de sélection SO0a S2, l'utilisateur peut
choisir une opération parmi les huit disponibles. Cette unité accepte en entrée des
mots de 4 bits.

80 ———0 ALU 2 S1°S0
S|l — 11
2 19
Cn

I—“ BI

Cn C1 A3 ... A0
1 [ ALU :Il N F3 .. FO

A0 P FO 382
B0 Q
;‘ E Fl ——> OVR
A2 P o) H Cnt4
B2 Q
A3 P 0k o B3 .. B0

F3

représentation normalisée IEEE
représentation usuelle

figure 4.7 : unité arithmétique et logique xx 382

Le tableau 4.4 présente une table de vérité partielle de 'UAL de référence
Xxx 382. Seuls les cas ou A et B sont égaux a 0000 ou 1111 sont traités a titre
d’exemple.

Pour les modes arithmétiques, « A plus B », « A moins B », et « B moins A »,
les nombres A et B sont codés en complément a 2. Dans les trois cas, I'opérateur
utilisé est un additionneur dont la retenue entrante est C, .

" 558180 =011,« Aplus B»:

Les nombres A et B sont directement appliqués en entrée de
I'additionneur. Si la retenue entrante est active (C, =1), 'opération
effectuée est en fait F=4+B+1, sinon F=A+ B (+ désigne ici 'addition).

" 55880=001, « Bmoins A » :

Le complément a 1 de A, 4, est calculé et additionné a B. Si la retenue
entrante est active (C, =1), 'opération effectuée est F=B+ A+1=B—- 4,
sinon F=B+ A=B—- A—1 (- désigne ici la soustraction).

" 55880=010, « Amoins B » :
Le complément a 1 de B, B |, est calculé et additionné a A. Si la retenue
entrante est active (¢» =1), l'opération effectuée est F=4+B+1=4-B,
sinon F=A+B=A4-B—1,

18



Dans ces trois modes arithmétiques, la sortie C,_ 4 estactivée (C,.4 =1) lorsque
I'addition génére une retenue. La sortie OVF indique un dépassement de capacité de
I'additionneur. Cette situation n’est pas considérée dans le tableau 4.4. A titre
d’exemple, dans le mode « A plus B », la sortie OVF est activée si A=B=0111.

Entrées de e B P
sélection Opération C B - B OVF | ¢
arithmétique/logique | 7 | 43 A2 A1 A0 | B3B2B1B0 | F3F2F1F0 n+4
§2S5150 1
000 Mise a 0 (Clear) | X XXXX XXXX 0000 — | —
0000 0000 1111 0 0
0 0000 1111 1110 0 1
001 B moins A 1111 0000 0000 0 0
1111 1111 1111 0 0
0000 0000 0000 0 1
1 0000 1111 1111 0 1
1111 0000 0001 0 0
1111 1111 0000 0 1
0000 0000 1111 0 0
0 0000 1111 0000 0 0
010 A moins B 1111 0000 1110 0 1
1111 1111 1111 0 0
0000 0000 0000 0 1
1 0000 1111 0001 0 0
1111 0000 1111 0 1
1111 1111 0000 0 1
0000 0000 0000 0 0
0 0000 1111 1111 0 0
011 A plus B 1111 0000 1111 0 0
1111 1111 1110 0 1
0000 0000 0001 0 0
1 0000 1111 0000 0 1
1111 0000 0000 0 1
1111 1111 1111 0 1
0000 0000 0000
100 A® B X 0000 1111 1111 — | —
1111 0000 1111
1111 1111 0000
0000 0000 0000
101 AOUB X 0000 1111 1111 — | —
1111 0000 1111
1111 1111 1111
0000 0000 0000
110 AETB X 0000 1111 0000 — | —

I C}, : entrée de retenue pour I’addition et entrée de retenue inversée pour la soustraction
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111 Mise a 1 (Preset) | X XXXX

1111 0000 0000
1111 1111 1111
XXXX 1111

tableau 4.4 : table de fonctionnement partielle de ’'UAL xx 382

Cette UAL permet également d’effectuer 3 opérations logiques sur les mots A et B :
OU exclusif, OU et ET. Ces trois opérations s’effectuent bit a bit. En outre, les sorties

F3F2F1F0 peuvent étre forcées a O ou a 1. Les sorties C,,, et OVF ne sont, a priori,
utilisées que dans les modes arithmétiques, leurs valeurs ne sont donc pas données

dans les modes logiques car sans intérét.
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BE2 - Synthése d’un circuit CMOS a partir d’'un probléme donné.
Le distributeur de boissons chaudes

1. CONTEXTE

Nous sommes une société de production de distributeur de boissons chaudes pour le
marché des entreprises. Dans le contexte d’amélioration de notre gamme de
distributeurs, nous souhaitons étudier les distributeurs des sociétés concurrentes
(reverse engineering). Pour cela, nous avons a notre disposition le distributeur en
guestion, et en fonction des actions réalisées sur la machine, nous observons son
comportement.

2. OBJECTIF

L’objectif est d’obtenir le schéma électrique, a partir d’'opérateurs CMOS, du circuit
permettant la distribution des boissons chaudes.

Plusieurs équipes réalisent cette action de reverse engineering et le directeur de notre
société sélectionnera I'équipe ayant produit le circuit avec I'encombrement et les
temps de propagation les plus faibles.

3. OBSERVATION DES FONCTIONNALITES

Le distributeur de boissons chaudes permet de distribuer du café ou du thé, avec ou
sans lait, ou du lait seul.

Trois boutons permettent de commander le distributeur : « café », « thé », « lait ». Pour
obtenir I'une de ces boissons seule, il suffit d'appuyer sur le bouton correspondant.
Pour obtenir une boisson avec lait, il faut appuyer en méme temps sur le bouton
correspondant a la boisson choisie et sur le bouton « lait ».

De plus, le distributeur ne fonctionne que si un jeton a préalablement été introduit dans
la fente de l'appareil. La fausse manceuvre « appui simultané sur « café » et « thé »
apres introduction du jeton » provoque la restitution du jeton. Le lait étant gratuit, le
jeton est également restitué si du lait seul est choisi.

On notera que la fonction de restitution du jeton peut indifferemment étre active ou non
lorsque aucun jeton n'est introduit dans I'appareil.

Enfin, si un jeton est introduit mais qu’aucun autre bouton n’est activé, le jeton est
conserveé par la machine (en attente d'une commande).

4. EVALUATION DES SOLUTIONS

Chaque équipe évaluera la solution d’'une équipe concurrente a partir de la fiche
d’évaluation donnée en annexe.

Le score obtenu permettra de sélectionner la ou les solutions gagnantes.
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IMT Atlantique
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donné.

Compétence : Mettre en ceuvre la méthode de synthése d’un circuit CMOS a partir d’un probléme

Evaluateur // Date / Eléve ou Groupe :
Situation d'évaluation : Reverse engineering du distributeur de boissons chaudes

Critéres

Obtenir la table de vérité
répondant au probléme

1 ligne erronée ou plus

Aucune ligne erronée

Simplifier les fonctions
logiques

Nombre minimal d’opérateurs et de
variables non atteints (cf. correction
pour la référence) et méthode
utilisée incorrecte

Nombre minimal d’opérateurs et de
variables partiellement atteint, au
plus 1 erreur de regroupement,
méthode correcte sinon

Nombre minimal d’opérateurs et de
variables atteints grace a une
méthode correcte et sur une table
de vérité correcte

Transformer les fonctions
simplifiées pour obtenir un
nombre minimal de
transistors

Méthode utilisée incorrecte, solution
incorrecte

Méthode utilisée correcte mais sur
des fonctions simplifiées incorrectes

Méthode utilisée correcte sur des
fonctions simplifiées correctes

Donner le circuit électrique
CMOS de réponse au
probleme

Erreur(s) dans la traduction des
fonctions transformées en circuit
CMOS

Circuit correct sur des fonctions
transformées incorrectes. Nb
minimal de transistors non atteint
(cf. correction pour référence)

Circuit correct sur des fonctions
transformées correctes. Nb minimal
de transistors atteint. (cf. correction
pour référence)

Calculer les temps de
propagation

Erreur(s) dans le calcul des temps
de propagation sur un schéma
électrique incorrect.

Méthode de calcul correcte sur un
circuit incorrect.

Méthode de calcul correcte sur un
circuit correct.

Score = nombre de ‘+’.

La compétence est validée s’il y a 4 critéres au niveau ‘=’ ou ‘+'.

Observations :
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