Problemes
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Exercice 1:

Estimer un des temps de décohérence présenté dans la table extraite de Schlosshauer
(en secondes):

Environment l)u§5 grain Large molecule
10—° cm 10=% cm
Cosmic background radiation 1 104
Photons at room temperature 1018 10°
[ Best laboratory vacuum 10— 102 ]
/ Air at normal pressure 103! 10—

~ 10%mol - cm—3
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Exercice 1:

Estimer un des temps de décohérence présenté dans la table extraite de Schlosshauer
(en secondes):

Environment I)usg gram Large 116101001110
1ﬂ
. . . 9,
Cosmic background radiation 1 10*
Photons at room temperature 1018 10°
; : — 14 )
~ 10% mol - cm—* [ Best laboratory vacuum 10— 10~~ ]
. — — L
Air at normal pressure 10—31 1019
Short wave length (A << Ax) Long wave length (A >> Ax)
1
F(x — x) = Tgot : F =~ [ dgp(q)v(q)g*transp(q) X (x — x')%~ k(x — x')?
Total collision rate : Supprime la coherence a grand x-x’ : classicalisation 39
o . Ap = —h 7pm
Estimation de A; (molécules O,): E= JMiaT /P

Estimation de Ax : typiquement de la taille de I'objet (estimation sup du temps de
décohérence)
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Exercice 1:

On va estimer un minima pour ce temps de décohérence en se placant dans la limite de la
“short wave length” :

/ ~
F(.’E - ) = I‘\tot ~ 7}02 X Uthermal X Otot

~ 1012

~ 500m/s

. . . . 7 7 . 2
Pour la section efficace totale, on s’appuie sur la loi géométrique : g ~ ”dk ~ 1070 m

= Tt ~ 0.05571 = tgecon ~ 20 taille
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Exercice 2:

a) Reprendre I'expression de la matrice densité du premier modele simple de
décohérence en un temps arbitraire

b) Calculer les 2 premiers moments tr(f)) et tr([)2) et conclure quant au caractere
unitaire de I'evolution.

c) Etudier I'entropie quantique (de Von Neumann) associée a ce systéeme

S =—tr(plnp)
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Exercice 2:

a) Reprendre I'expression de la matrice densité du premier modéle simple de
décohérence en un temps arbitraire

Solution des équations :

v Décroissance progressive des termes d’interférence : pr (1) = e“’“’t/)N(O)
v’ Conservation de lanorme:  p1(t) + p,(t) = cst

¥ Mélange des populations :  pt(t) — py(t) = " (p+(0) — py(0))

pr(t) = 5 [(pr () + py (1) + (pr(t) — py(t))]
=5 [(01(0) + py(0)) + (1 (0) = py(0)) x 27"
=1+ A xe 2
pr(t) =5 — A xe
X 1 A 2nt A 0 —4nt
<:0> (t) — ( 2}»* : 64:nt ngTiA( Xee—Znt )
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Exercice 2:

b) Calculer les 2 premiers moments tr([)) et tr(ﬁQ) et conclure quant au caractere
unitaire de I'evolution.

Ona: tr(p(t)) = 1 (conservation de la norme)

tr(p2(t)) = % +92 (A2e_4’7t + \(ﬁ}N(O)Pe_g”t)

On observe une décroissance constante du 2e moment =>
évolution non unitaire
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Exercice 2:

c) Etudier I'entropie quantique (de Von Neumann) associée a ce systéme

S =—tr(plnp)

En physique classique, I'entropie représente le désordre / le manqué d’information sur le
systéme; un systeme a entropie nulle représente un systeme parfaitement ordonné (ou

connu)

Dans le cas ou le systeme quantique correspond a un état pur, un bon choix de la base
nous permet d’écrire

N 1 0

(0 0)
Le calcul du log d’'une matrice n’est pas trivial. Cela peut étre défini comme une série de
Taylor, mais aussi plus simplement si la matrice est diagonale, auquel cas :

pr 0 O In pq 0 0
p= 0 po O = Inp = 0 Inpy O
0O 0 p3 0 0 In p3
Etonadonc S = — Zn Pn In p,, , soit S=0 pour un état pur.
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Exercice 2:

c) Etudier I'entropie quantique (de Von Neumann) associée a ce systéme
S =—tr(plnp)

De maniere plus générale, il faut diagonaliser la matrice densité (toujours possible car
hermitique) et appliquer S = — Zn pn Inpy,

~ a C
Pour une matrice p = ( xp ) avec a+b=1, les probabilités p, et p,
C
correspondent aux valeurs propres, soit
p=1 (V@A) =5 (1 - b7 AP

=4 (1+ VAT HAGIP) -

Et il convient d’évaluer

S(t) _ 1+g(t) ln 1-{—3(15) . 1—g(t) ln 1—3(15)

(1- VAT HAG)P)

N[ =

Pour un 5(t) décroissant.
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Exercice 2:

c) Etudier I'entropie quantique (de Von Neumann) associée a ce systéme

S =—tr(plnp)

1 1

Cas d’une matrice initiale <p> (t = 0) = % ?

2 2
S(t) o6
0.6:
0,2-

0.0 0‘.5 1.‘0 1;5 2;0

nt

On comprend donc que la « relaxation » de la matrice densité est reliée a la croissance
irréversible de I'entropie.
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Exercice 3:

a) Mise en route: Prouvez que I'équation de Linblad conserve le caractére hermitique de
I'opérateur densité (réduite)

b) Mise en route: Prouvez que I'équation de Linblad conserve le caractere positif de
I'opérateur densité (réduite)

c) Soit un état initial pur | 1>, état fondamental. A) Etudier I'évolution des probabilités de
trouver le systeme dans I'état fondamental et dans un état excité |2> au moyen de
I’équation de Linblad en un temps dt “petit” en travaillant a 'ordre 1 en dt; b) BONUS :
poursuivre le travail a I'ordre 2 en dt pour le calcul de la probabilité de I'état | 1>.

N.B.: On admettra pour cet exercice que les opérateurs L n’induisent pas de transition des
états vers eux-mémes, i.e.:
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Exercice 3:

a) Prouvez que I'équation de Linblad conserve le caractere hermitique de l'opérateur
densité (réduite)

d Are s Are T are 1 Are ared 7T 7
$(t) = —ilAg, 5] +Z%[ $UL] = 5 (LiLas + pdeILi)]

dt

On s’intéresse juste a la partie non unitaire (trivial pour I'autre). On a la solution implicite,

ATe re T are 1 Are Are Ttr
PO = £5°(0) +Z%/ L)L) - 5 (L) + 50 LIL))

Soit I’hermitique conjuguée : m /—\
1 /- A
~red ~red ~red ~red ~red
PEM ) = 750 +z%/ Lt @n - 5 (LLag" @)+ 55 (0 EIL)]

~red

Et on voit que ﬁrsedT(t) = pg“(t) si cest vrai en tous les temps antérieurs. L'évolution
préserve donc bien I’hermiticité

[\
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Exercice 3:

b) Prouvez que I'équation de Linblad conserve le caractéere positif de I'opérateur densité

(réduite) (o|ps(t)]p) > 0,V|p)

On s’intéresse a nouveau juste a la partie non unitaire (trivial pour 'autre puisque
I’evolution unitaire de pg transforme n’importe quel état |g0> en un antécédant en t=0).

~ 1 AL A
Ared ZV’L [ AredLT _ 5 (LTLZpAl,FS’Ed _|_ /A)rSedLILZ>:|

On va se placer dans la base (locale en temps) ou Ps est diagonale :

pi(t) O 0
pi(t) = 0  po(t) O
0 0  ps(t)

L'idée est de montrer que toutes les probabilités p,(t) évoluent bien de maniere a rester
positive. Ona p, = (n|ps(t)|n) et on va du coup projeter 'équation de Linblad.

Par souci de simplicité, on va limiter la somme sur | a 1.
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Exercice 3:

b) Prouvez que I'equation de Linblad conserve le caractere positif de I'opérateur densité

(réduite) (o|ps(t)]p) > 0,V|p)

dpn, d

AT r 1 T AT AT 7
e (n P pSAt)In) = v (n| [Llp ed ] — 3 (LiLlpsed +PsedL1L1)] n)

On se sert ensuite du caractere diagonal de la matrice densité, ce qui permet de réécrire

dpn PN
— =M Z\ GILYIn) 1Pp; — (n|LIL1|n)py,

> NGILE oy = Y G| Laln) P
j j

On définit le taux de transition de I'étatn -> j: Wp—j = (| L1 |n)|? = \(]\i“ﬂ)P

Terme de gain  Terme de perte 77




Exercice 3:

b) Prouvez que I'equation de Linblad conserve le caractere positif de I'opérateur densité

(réduite) <gp‘ﬁ5(t)‘g0> > 0,V|Q0>
dpn
= E i ; Wn—jPn
jFEN

Terme de gain (population

‘ Terme de perte (de n vers les autres états)
par les autres états)

On remarque que méme en I'absence de gain, I'équation (dite maitresse) s’écrit

dpn

= —I'p, avec I'=1 an_)j :

i#n

En consequence, la probabilité p, ne peut jamais devenir negative, elle ne peut que
décroitre exponentiellement.
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Exercice 3:

c) Soit un état initial pur | 1>, état fondamental. a) étudier I’évolution des probabilités de
trouver le systeme dans I'état fondamental et dans un état excité | 2> au moyen de
I’équation de Linblad en un temps dt “petit” en travaillant a I'ordre 1 en dt; BONUS :
b) poursuivre le travail a I'ordre 2 en dt pour le calcul de la probabilité de I'état | 1>.

On s’intéresse uniquement a l'effet de la partie non unitaire et a i=1 unité.

d . U N PO o
S Ps(t) =1 [LpsLT —3 (LTLps + psLTL)]
On définit Prn(t) = (m|ps(t)|n). Onadonc

d

eomn(®) =2l | LpsE' = 3 (E'Eps + ps/L) | In

=7 [meloLln =5 (L D) mupun + pml(LTL)m)]
On écrit la solution sous forme implicite :

A A

(£ Ehapin(®) + ) L))

N | —

t
() = prn O+ [ [melo@’)f:in -
0
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Exercice 3:

c) Soit un état initial pur | 1>, état fondamental. A) Etudier I’évolution des probabilités de
trouver le systeme dans I'état fondamental et dans un état excité | 2> au moyen de
I’équation de Linblad en un temps dt “petit” en travaillant a I'ordre 1 en dt; BONUS :
b) poursuivre le travail a I'ordre 2 en dt pour le calcul de la probabilité de I'état | 1>.

t
prun(®) = O+ [ | Enapro L8, = 5 (B Ehaons®) + €)' D)
On va résoudre ces équations implicites de maniére itérative :

00 = p0p 0+ [ [l V2L, — 5 (Do) + 5500 )|
En prenant p(o) (t) = 6m,16n1
A l'ordre 1, il vient alors

t
N A 1
) (t) = Om,10n,1 +/ dt'y [LmlLJ{n -
0

((IA/TIA/)ml%,l + 5m,1(£T£>1n)]

DO |

~ ~ 1 ay A N
— 6m,15n,1 + ’Yt [Lml([/nl)* . ((LTL)ml(Sn,l + 5m,1(LTL)1n)]

[\
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Exercice 3:

c) Soit un état initial pur | 1>, état fondamental. A) Etudier I'évolution des probabilités de
trouver le systeme dans I'état fondamental et dans un état excité |2> au moyen de
I’équation de Linblad en un temps dt “petit” en travaillant a I'ordre 1 en dt; BONUS :
b) poursuivre le travail a I'ordre 2 en dt pour le calcul de la probabilité de I'état | 1>.

A N 1 Ay a Ay n
fn (£) = Om,10n,1 + 71 [Lm(Lm* — 5 (ML) mbns + 5m,1<L*L>1n)]

2

On va decliner les divers cas:

* m=n=1
A0 = o () = 1+t [[Ln = (LT E)n ] =172 L ¢
* m=n#1 . J#1 ,
D) = p1) =7t L "

*——— Conservation de la probabilité
* m=1, n#1 ou m#1 et n=1

(1) _ T T * 1 Ft7 vt 42 (1) - vyt 54 o

t)=~t | L11 (Lp1)" — =(L"L)1p, ——(L"L)1p, t)y=——(L"L),,
P =t | B (En)* = S D)in | = =T (E D) o010 = =2 (L D)
* m=#1,nzl 0 T T

) ) Cohérences quantiques
) () = Yt L1 (Ln1)* — 81




Exercice 3:

c) Soit un état initial pur | 1>, état fondamental. A) Etudier I’évolution des probabilités de
trouver le systeme dans I'état fondamental et dans un état excité | 2> au moyen de
I’équation de Linblad en un temps dt “petit” en travaillant a I'ordre 1 en dt; BONUS :
b) poursuivre le travail a I'ordre 2 en dt pour le calcul de la probabilité de I'état | 1>.

Bonus : A l'ordre 2, il vient (on se focalise sur le cas m=n=1)

PR =1+ /Otdt’”ﬂﬁ G ')iil}%(@*mup%ﬁ( )+ A5 (¢ ><i*ﬁ>ﬂ)]

On aici les termes |21 ET oz1

/ dt'~ [Lup( )( )(Llo)*} avec Pl(;)(t/) = Wlill(iol)*

l#1,0#1
5 ,.YQtZ
=7 ZLULHZ (L1oLo1) / t'dt’ = |(LL)11]* X TN
1£1 01

Termes de “rebond” : repopulation des états excités a I'ordre 1 (poids ET cohérences)
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Exercice 3:

c) Soit un état initial pur | 1>, état fondamental. A) Etudier I'évolution des probabilités de
trouver le systeme dans I'état fondamental et dans un état excité |2> au moyen de
I’équation de Linblad en un temps dt “petit” en travaillant a I'ordre 1 en dt; BONUS :
b) poursuivre le travail a I'ordre 2 en dt pour le calcul de la probabilité de I'état | 1>.

Bonus : A l'ordre 2, il vient (on se focalise sur le cas m=n=1)

0 =1+ [ ary[Ly m“)(t)Lzl%((L Dupl () + 57 ><m>u)]

On distingue ici les termes |=1 et |21

Ay A A INRAK
e 1=l —ny (LTL) /dt’pﬁ)( "y = 7<LTL> /dt( M) = -1yt b
11 Jg 11.Jo0

2
-, Début de la décroissance
exponentielle

22
o 121 pl(ll)(t) 2(LTL 118 ZL|LTL)11|2/ tdt' =) |(L'L) l1|2><—

1#£1 1#1
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Exercice 4:

L'équation de Caldeira-Legett est une équation aux dérivées partielles pour laquelle la
solution générale n‘admet pas d’expression explicite. On peut toutefois étudier certaines
de ses propriétés... On se concentrera ici sur la limite asymptotique (a grand temps) de
cette équation, et ce en négligeant le terme de diffusion anomale.

a) Postuler une solution asymptotique de la forme p(t — oo) o e—a(f”+“’/)2—b($—zl)2

I'injecter dans I'équation et en déduire des équations portant sur a et b, les
résoudre.

b) Calculer les valeurs moyennes de x? et de p? pour cet état asymptotique. Conclure
quant a sa nature
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Exercice 4:

2 2
a) Postuler une solution asymptotique de la forme pg(t — 00) e—alz+a")"—b(z—a’)

On commence par effectuer les calculs triviaux :

- . ) A2 . _
ﬁ,)S(X.X’.f):[ 1 (0 _ = )-iﬂ(mﬂﬂ) (X2 - X7?)

ot oM \9X2  9X2 2
N 0 '
4 ,(X—X)(UX/—W> — DX — X
5 .
+if(X 12 }/)S(X‘X/ t).=0

= —8ia’b<3§\24_x/2) X p¥ = 4by(z — 2')* x p¥

Il faut annuler séparément les termes en (z — 2/)% eten 22 — 7/

Termesen (z —2')2 = b= %
9 42 _ M (2°+02)
-2 == ——pF—
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Exercice 4:

a) Postuler une solution asymptotique de la forme pg(t — oo) x e
W07 | D
4D T 4y
On utilize ensuite les expressions du modele de Caldeira Legget

a(:ﬂ—i—x')2—b(w—w/)2

a =

AR 4, L A>e ~0 A0 .
D .2;\["/()/1']3T. ) /0 _(_)2 _27(%1
_ M(Q°+07)
4= "8ksT
_ MkpT
b= 2

A part une légére dépendance de (Q, les coefficients a et b ne dependent pas du
couplage a I'environnement v,

On arrive donc plus ou moins vite a la méme matrice densité asymptotique
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Exercice 4:

b) Calculer les valeurs moyennes de x? et de p? pour cet état asymptotique. Conclure
guant a sa nature

Normalisation : / dax / dac’5(x/ - x) pas(m’x/) 1

7

=tr

= pas($7$/) — 2\/%6—04(%—{—1‘/)2—1)(:13—1}/)2

22 = tr(8%p) = [dra? [da'd(2x' — 2)p®(2,2') = & = 7M(£§4T-Q2)

p? = tr(p?p) = —h* [ dx [ da'§(z’ — )02 p*(z,2') = & = 2b= MkgT

L’énergie potentielle moyenne vaut : %(QQ + QQ)F — %

L'énergie cinétique moyenne vaut 21’_M = k’BTT

Ce résultat est typique de I'équipartition de I'énergie pour un systeme a I'équilibre. On est

donc en présence d’un état quantique a I'équilibre thermique (perte de mémoire) 57




