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Au menu :

* Les lois de conservation dans le monde quantique

* Création et annihilation de particules (2e quantification)

* Levide et I'effet Casimir

* LaTQC en action : la dynamique

* Mariage de la mécanique Q et de la relativité : U'équation fondatrice de Dirac

* Lantimatiere

* LaTQC en action (suite): Lannihilation e* - e -> 2y, et la diffusion photon-photon
* Retour sur le spinetle « g-2 »

Motivation.

La TQC, pourquoi ? Pour quoi ?
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Motivation.

La TQC, pourquoi ? Pour quoi ? Collision Pb-Pb au CERN... il y a bep plus que
164 (2x82) traces chargés

v' La mécanique quantique, c’est pas
assez compliqué comme cela ?

v C’est pas nous qui décidons, mais
Mere Nature...

v Depuis le début de la semaine, on
vous parle de physique
microscopique, de particules...

v' ... qui interagissent (évolution d’un
électron dans un noyau), mais qui
“naissent” et “meurent” aussi

Un autre exemple ?

v’ Besoin de pouvoir décrire ces phénoménes dans le cadre d’une théorie, qui devra
étre compatible avec la relativité (au moins la restreinte et si possible la
générale)... puisque E=m c2 devrait entrer en jeu

Les lois de conservation
(dans le monde quantique)

Quelques grands “conservateurs”

|1 | «..carriennese crée, ni dans les opérations de
I'art, ni dans celles de la nature, et I'on peut poser
en principe que, dans toute opération, il y a une
égale quantité de matiere avant et aprés
I'opération ; que la qualité et la quantité des
principes est la méme, et qu'il n'y a que des
changements, des modifications. »

— Lavoisier, Traité élémentaire de chimie (1789), p.
140/141

Loi (ou principe) respectée avec une bonne précision en chimie




Les lois de conservation
(dans le monde quantique)

Quelques grands “conservateurs”

E=-"0_c2=m(v)c?
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A la base, en mécanique relativiste : reformulation de I'énergie cinétique.

Les lois de conservation
(dans le monde quantique)

Quelques grands “conservateurs”

McGonagall

Mise en pratique de la conservation de la masse énergie... avec bcp de magie

Et bcp d’énergie (calculez la !)




Les lois de conservation
(dans le monde quantique)

Quelques lois :

v’ Conservation du nombre de particules (supposée correct jusqu’a il y un
siecle... c’était juste les particules qui se réagencaient)

v Conservation de la charge électrique

v Conservation de |'énergie

v Conservation de la quantité de movement

N.B. : il s’agit bien de lois (ou de principes physiques), ce qui implique la

connexion avec la réalité expérimentale) et non le résultat d’'un théoréme de
mathématiques.

Dans le passé, d’autres principes prévalaient (Aristote: « Un corps en mouvement
s’arréte quand la force qui le pousse ne peut plus agir de facon a le pousser. » )

Les lois de conservation
(dans le monde quantique)

Quelques lois :

v Conservation du nombre de particules (supposée correct jusqu’a il y un
siecle... c’était juste les particules qui se réagencaient)

v Conservation de la charge électrique

v Conservation de I'énergie

v Conservation de la quantité de movement

N.B. : il s’agit bien de lois (ou de principes physiques), ce qui implique la
connexion avec la réalité expérimentale) et non le résultat d’'un théoréme de

mathématiques... mais la mathématisation de la nature doit étre compatible
avec ces lois !l




Les lois de conservation...

Conservation de I'énergie mécanique

Mécanique classigue non relativiste

Etot(faﬁ) - ”fm + Epot(f)

az _ P
. dt — m
Lois du mouvement i
& = —gradEpot

4

%E‘cot (fam - dE

: % + grad Epot () - =

- (—grad Epot () + grad Epe (T) - %

I
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Les lois de conservation...

Conservation de I'énergie mécanique

Mécanique quantique non relativiste

La conservation de I'énergie totale s’écrit sur la moyenne de l'observable :

Ubew) — 4 [ g (af T} ()
agit a droite
Interprétation physique : !!l on ne mesure pas en permanence la moyenne de |'énergie, car
cela conduirait a une reduction du paquet d’ondes et donc a transfert d’énergie par
I'observateur. Par contre, on peut treés bien imaginer une experience ou I'état quantique est
preparé avec une énergie moyenne connue, puis le laisser évoluer sur un temps At et
mesurer ensuite I'énergie moyenne... qui sera en accord avec la loi de conservation ci-

dessus.

% _ / du ((—%ﬁwm)*ﬁw(x) +¢*<x>ﬁ<—%ﬁw<w>>)

— i /d:))'&b*(flﬁ) [ﬁTﬁ _ I_A[]:[} w(x) ﬁT _ }AI Opérateur hermitique,

h valeurs propres réelles

= 0
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Les lois de conservation...

Conservation pour une observable arbitraire () (par exemple quantité de mouvement)

Mécanique classigue non relativiste : ssi E,, est une cste

. . . .. d O d ~
Mécanique quantique non relativiste git> — = fdx w*(w)OID(x)

En procédant comme supra
d(O - A 5L g
% ~ / dz ((—%Hw(x»*oww +w*<x>0<—%Hw<x>>>
-2 / dey*(2) [A1O-OH ] w(x)  @i_g

7 A

~ 4 [ @ [f.0] v
Commutateur: [A,B] = AB — Bfl

[Conclusion : la quantité “O” est conservée (pour tout ) ssi 'opérateur caractérisant]

cette observable commute avec le hamiltonien (=> méme base d’états)

Application: Cas de la quantité de mouvement: p = % \Y% 1

Les lois de conservation

Quelques Conséquences:

v’ Les lois de conservation peuvent donc se “lire” dans la forme de 'opérateur
Hamiltonien

v" On peut du coup espérer pouvoir mathématiser les autres lois de
conservation (charge, nombre de particules,...)

v Conservation de la (norme) probabilité pour une particule:
0= probatot = 1 En effet,
@ probatot = [ dz¢*(x)1¢(z)
En effet, [ﬁ], i] — () trivialement

La conservation du nombre de particules est donc intrinseque a I'equation
d’evolution de Schroedinger (1 tout le temps)

12




Les lois de conservation...

Et si le potentiel depend du temps ?

Mécanigue quantique non relativiste

Ao = [ (@) o) 0 @ (- i)

+ [ o) 5 t)

_ /¢wwm%§<m%o

Si le hamiltonien depend du temps, I'énergie n’est pas conservée...

Si le hamiltonien n’est pas invariant par rapport au temps, 'énergie n’est pas
conservée...

Théoreme d’E Noether : Les symétries (et invariances) du Lagrangien induisent les
lois de conservation physiques (déja vrai au niveau de la physique classique)

L= Ekin_Epot 13

Meécaniqgue quantique relativiste

Peut-on imaginer une equation “a la Schrodinger” compatible avec la relativité ?

2 d - 52
zmﬁ:H¢:@%+vu»¢
En I'absence d’énergie potentielle:
A2

. @ P
ih dt =~ 2m w
Contenu physique : Energie a la Einstein = Energie mécanique
hv = hw
Enrelativité :  E? = (pc)? + (mc?)?  (version “classique”)

a2 e 2
(ihge)” v = (B5V) " + (mc?)*y
o _p2dY + (he)? Ay = (mc?)?¢p Equation (relativiste) de Klein-Gordon

dt?

14




Meécanigue quantique relativiste

Equation (relativiste) de Klein-Gordon ~ —}2 Ccllt;ﬂ + (he)? Ay = (mc?)2y

Solutions de type onde plane

(T, t) x exp (zlg T — iwt) avec  (hw)? = (hck)? + (mc?)?

Soit hw = :I:\/(hc k)2 + (mc?)? relation de dispersion

Deux solutions indépendantes, qu’on désirerait pouvoir interpreter comme des
fonctions d’onde guides d’une particule relativiste de masse m.

Energie associée ? F — ih%
Pour vy, :

ih<k exp <zl; T — zft) = +/(hck)2 + (mc?)2 exp (ZE T — z\/it)

~~

Energie positive : ok
Pour y_:

ih< exp <zk’ z + z\/_t> —/(hck)? + (mc?)2 exp (ZE T+ z\/_t)

A\

~N"

Energie négative : pas top ! I

Meécaniqgue quantique relativiste

Niveaux d’énergie (arbitrairement) negative

® Cascade sans fin avec gain d’énergie infini.
#KleinGodon “Infine source of energy from
relativistic dynamics !!! Found raising now”
—O
@

Probléme de la théorie, besoin d’'une solution !

16




2me quantification

Les objets physiques : les champs !

Qb(f? t) - (/b(x)

“guadri vecteur” espace-temps

v’ Les fonctions d’ondes sont des objets étendus (!!! Pas les particules !!!)

v" On est familier avec les champs classiques (temperature, champ
électromagnétique,...), de méme que la dynamique pour ces champs.

Vo ?

17

Disgression : mécanique lagrangienne

La mécanique de Newton est tres peu élégante, il faut traiter tout un tas de
reactions normales qui, in fine, ne presentent aucun intérét

Il formule une mécanique analytique basée sur les vrais degrés de
liberté d’'un probleme (g: coordonnées généralisées). Lagrange
(dé)montre que les équations du mouvement pour une
trajectoire reliant un point g') & un point q? correspondent a la
minimisation d’une fonctionnelle dénommée I'action :

S(aM (2 = dt L(a.q.t

(q 4 ) fcq<1>—>q<2> (q,q, ) t Trajectoire optimale
/4

Minimisation par rapport a tot

Lagrangien, défini comme

la trajectoire supposée . . .
L(q7 q, t) = Ekin<Q> q, t) - Epot (Q7 q, t)

Cq g

Exemples:
* Particule 1D: L = %m:i:’2 — V(z)

* Rotateur rigide: L = %192 —mgL(1 — cos0)

QlV

18




Disgression : mécanique lagrangienne
Exemples:
* Rotateur rigide: L = %192 —mgL(1 — cos6)

Solution de la minimisation de 'action : 9 L
d oL oL __ S
(4(8) - -0 1)
\
Equations dites d’Euler-Lagrange N?mbr,e c!e c.orldon-
nées généralisées tyt q?

Particle 1D: [, = %mgg? —V(x)
— oL __ .
=% = 55 =M

3 = 0L — _V/(z) = F(a) wt b

1

% (mz) — F(x) =0 Champ de force >
3 s y
N.B.. 7= 5= est la quantité de mouvement
D F(%)  me loi de Newton dr oL
m = EL: G = 52
19

Mecanique lagrangienne pour les champs

Et pour un champ ¢ ? Exemple ci-dessous pour la membrane d’un tambour

Aussi de I'énergie cinétique et de I'énergie potentielle,
mais localement

= Densité lagrangienne (J/mdm) : L(¢, <b)

— Energie cinétique : o< @2

— Energie potentielle (tension) : o< ¢ Vo - V¢
= Energie potentielle (masse): oc m2c?* ¢?

= ..

Le lagrangien s’écrit L = fd3$£(€b, )

La méthode de lagrange se généralise pour les champs; les equations du
mouvement d’EL s’expriment

d (oL (oL \ _ oL _
i) () -

Accélération généralisée Nouveau terme di a la “tension” du champ.
20




Mecanique lagrangienne pour les champs

Electrodynamique : L(¢, ¢) ~x E2 — 52 (et oui, on retrouve les équations de
Maxwell)

Particule sans spin: L g ci2¢2 — V¢ Vo — (%)2 ¢2

Les equations d’EL => equation de KG !

Mais comment va-t-
ON Pouvoir quantifier
ces champs ?

21

2me guantification (les champs)

Postulat de la méca Q : Les valeurs propres d’'un opérateur “observable” sont les
résultats possibles d’un processus de mesure (la fonction d’'onde se trouve
projetée sur I'état propre correspondant)

Rappel d’un théoréme d’algebre : Si deux matrices (opérateurs) commutent, alors
ils admettent les mémes valeurs propres

¥

Si (les opérateurs associés a) 2 observables commutent, ces observables sont
compatibles (on peut mesurer avec une précision infinie I'une et l'autre)

Cf Stern-Gerlach: +> m; '+’@+’ my '+’

Espace — quantité de mouvement : [z, p] = 0 = Op0p = 0! (pas de méca Q!)

En faiton a Op X Op 2> % & [Z,p] =ik (théoreme !)

Conclusion : il “suffit” d’imposer une relation de commutation non nulle entre
certaines observables (bien choisies) 22




2me guantification (les champs)

Postulat de la TQC : Les champs eux-mémes deviennent des objets quantiques

Représentation imagée

d’un champ quantique 1D :
plusieurs valeurs peuvent étre
obtenues / mesurées en un
point.

N.B.: la position x est bien ici un simple parametre indiquant le point en lequel le
champ est mesuré

Quelle autre observable pour construire un [¢(Z), 777] = ih ?2??
23

2me guantification (les champs)

On remplace I'espace continu par un maillage :

On considére I'énergie totale associée au champ:
: 2
Frow = 3 [ da (c%f& +V6- Yo+ (5) ¢*)

Energie cinétique  Epergie potentielle /

Energie de masse

= somme de Hamiltonien

On remplace les champs continus par les champs discrétisés :

. 2 ~ Somme de Hamiltoniens
B~ AV N <L 2 4 ... (me 2> _
tot 2 Z?, c? ¢z + + ( h ) gb@ harmoniques ! 24




2me guantification (les champs)

~ AV 132, mec\2 ;2\ = Somme de Hamiltoniens
Brov ™ 557 ¥ 2 <02 Pt ( h ) ¢l) harmoniques !

Volume d'un = les différents éléments
élément

On s’inspire du coup 1) de la mécanique lagrangienne et 2) de la mécanique
guantique a nombre fini de degrés de libertés :

T = 88E£in = AC;/ X ¢; : Quantité de mouvement généralisée
i

. 1 sii—k
Quantification : [¢;, Tx] =[ih d;, u 95k =19 g : j £k
[ﬁj’ﬁk]

Contenu @ fort: au méme moment, on peut effectuer deux mesures du champ en
deux endroits sans que le résultat de l'une influence le résultat de I'autre 55

2me guantification (les champs)

Retour a la limite continue :

Cas discret Cas continu

~ " ) 5. A ) . B
ble). 2] = in{%e| > (6,50 = hes®(E— )
I /‘

W(:Ek) \ Fonction étagée a l Distribution delta de
intégrale unitaire Dirac

LUopérateur d’evolution s’écrit quant a lui:
A A 1 R ~ A 2 A
H:Etot = §fd3.flf (7T2+VQ5VQ5+ (%) ¢2)

v’ Tout ceci est un peu abstrait... peut-on donner un peu plus d’interprétation
physique ?

v’ Et les particules dans tout cela ?

v’ Et au fait, comment construit-on les états (maintenant qu’on a des opérateurs) ? 26




Décomposition spectrale/modale
Cas classique: Fi, = %fd?’x (Wfl + Voo - Voo + (%)2 31)

Les opérateurs différentiels s’interpretent plus aisément dans I'espace de Fourier.
On pose ainsi.

a1

Pc1(T) = \/21—7;; [ d®k dpar(k)e!

Idem pour T

Apres transformation, on obtient (V¢ — zlggg )

Fun = 3 [ @ [faB)as () + (R + (2)%) da (R (F)]

L[ dk lm* (E>+(%)2q%l(l¥

Champ ¢ reejmais TF complexe !

ou Ejp = \/(hE)%Q + (mc2)2 est I'énergie relativiste d’une particule p' = hk

Il est important de remarquer que cette expression possede la forme d’'une somme
d’oscillateurs harmoniques (Tt =p, ¢ =x ), ce qui permet de s'appuyer sur les
développements effectués dans ce cas, notamment l'introduction des opérateurs
d’échelles (dans le cas quantique)

27

Décomposition spectrale/modale

On introduit les “coordonnées” alternatives :

{échﬁ-cl} — {G/(E> = EE/hcd)Cl-'_iﬁ-Cl? (];;) Ex /ﬁc(ﬁd 27!' }

Avec ces nouvelles “coordonnées”, on obtient (apres transformation) :

Biot = [ Pk a(k)a* (k) E; = [ d®k|a(k)|? By

2
=~

L'énergie totale renfermée dans le

‘ champ peut donc étre comprise

| comme la somme des énergies de
tous les modes possibles (les
différentes valeurs de ),
pondérées par |a(k)|? qui peut

N . étre vu comme une “occupation”
Y du mode (> 01).

|a(k)]

LS

(S ]

0 100 200 300 400 500 600
k (um)

28




Décomposition spectrale/modale

Pour bénéficier au maximum de cette interprétation, il est souhaitable de réécrire
les champs ¢ eux-mémes en function de ces coordonnées “spectrales”

¢c1 th \/W ( (k)eik'f+a*(l;)e_ik‘f)
maa(®) = i [ <tk By (a(F)e™ — o (ye=F<)

On procéde a I’identique pour les champs quantiques :

= he [ \/W ( (E)eik'f+dT(E)6_ik'£>
= i [ =Lk __ —ik-&
\/ 27r)3 2E;

d(l;;) et a'(k) sont des opérateurs (linéairement indépendant)

— By (a(k)e®® - al (k)e

)

lIs sont équivalents aux champs quantiques initiaux.

Ces opérateurs ne peuvent commuter car cela impliquerait que les champs ¢ et &t
commutent 29

Décomposition spectrale/modale

Régles de commutation pour les opérateurs a et ¢f

Monde direct Monde de Fourier
[6(Z), 7()] = ihe 6 — 7)) (k) at (1)) = 5O (F ~ 1)
6(@), 3(7)] = 0 =) | a(k),a(l)] =0
[7(2), 7 (4)] =0 [t (k),a’(1)] = 0

v' k et | ontle statut de “paramétres” vis a vis de ces opérateurs; ils fixent
I’endroit ou ils sappliquent dans I'espace de Fourier

v Régles locales dans I'espace de Fourier.

30




Interprétation des opérateursaeta’

Pour toute valeur de k, les opérateurs a et ¢! forment des opérateurs d’echelle par
rapport a la quantité N = f A3 df(g)&(lg)
Rappel : en effet, soit un état propre |g0> de N , de valeur propre n. On définit
o*) = al (@)
onaslors Np) = [ d*kal(B)a(Bal @)
——

—

=at(q)a(k)+6® (q-k)

[ al @ @adle) +a' @l
———
=at(q)at (k)

- @/dﬁ”ka* )le) 1)

= a (Cf)(n\@)ﬂw ) =(n+1)le")
31

Interprétation des opérateursaeta’

Pour toute valeur de k, les opérateurs @ et ¢! forment des opérateurs d’echelle par
rapport a la quantité N o= f B &T(lg)d(lg)

Rappel : en effet, soit un état propre |g0> de N , de valeur propre n. On définit

p7) = a(Q)|w)
Onaalors]\ﬂgp_> = ...:(n—l)‘gp_>
N
n—+1 ’S0+> Les opérateurs d’echelle permettent
f af ((j') donc de balayer les niveaux de NV
n |p) (i.e. le spectre, qui est discret)
¥ i@
n—1 — [¢7)
¥ i@
n— 2 o7 7)

32




Interprétation des opérateursaeta’

Par ailleurs, & toute modification de la “valeur” de N := [d3kal(k k)a(k)
correspond une modification de la valeur de Ei.. = [ d®k (aT( )a(k) + ) E;

correspondant a I'ajout ou au retrait de I'énergie d’une particule relativiste de masse

m et de quantité de mouvement p = hq ...

A
A~

N Etot
n+1 ™) B+ By
T i@ % i@

n o) L ©)
a(q) > a(q)
n—1 ‘ ™) E — Eg ‘ ™)
& @ a(d)
n—2 ™) E—2ELg ™)

33

Interprétation des opérateursaeta’

Par ailleurs, & toute modification de la “valeur” de N := [d3kat(k k)a(k)
correspond une modification de la valeur de Ei,. = [ d°k (aT( )a(k) + ) E;

correspondant a I'ajout ou au retrait de I'’énergie d’une particule relativiste de masse

m et de quantité de mouvement p = hq ...

A
A~

N Etot
n+1 ™) E+ Ez ™)
i@ % @
n ©) L |©)

n—1 — l¢7) 7 -
& @ - & @

... et donc, pourquoi ne pas tout simplement affirmer “correspondant a I'ajout ou au

retrait de I’énergie d’'une particule relativiste de masse m et de quantité de

mouvement p = hq” ? 34




Interprétation des opérateursaeta’

Par ailleurs, & toute modification de la “valeur” de N := [ d*kal(k)a(k)
correspond une modification de la valeur de Ei.. = [ d®k (dT(E)d(E) + - ) E;
correspondant a I'ajout ou au retrait de I'énergie d’une particule relativiste de masse

m et de quantité de mouvement p = hq ...

A

N Etot
n—+1 ) E+ Ez lpT)

i@ i@

¥ @ . 2E ¥

... et donc, pourquoi ne pas tout simplement affirmer “correspondant a I'ajout ou au
retrait de+énergie d'une particule relativiste de masse m et de quantité de

mouvement p = hq” ? 3

Interprétation des opérateursaeta’

Par ailleurs, a toute modification de la “valeur” de N := [ d®kal(k)a(k)
o) B
liviste de masse

correspond une
correspondant :

m et de quantit

A

N
n+1— ™)
. (@)
n o — N )
< - a(q)
n—1— [
<~ a(q)
n—2— lp™~

... et donc, pourquoi ne pas tout simplement affirmer “correspondant a I'ajout ou au
retrait de+énergie d'une particule relativiste de masse m et de quantité de

mouvement p = hq” ? 36




Interprétation des opérateursaeta’

v" On comprend que N correspond a un opérateur NOMBRE total de particules.

N := [ d3Ka' (k)a(k)

v Du coup, af(k ) (k) est interprété comme I'(opérateur) densité de particules par
fm3. Uéquivalent de la “pondération” en classique

v/ Ce méme opérateur intervient dans E,; = [ &3k (dT(E)&(E) 5(0)) Er d’ou
I'interprétation.

v’ Les opérateurs a' (¢)eta(q) correspondent respectivement a des opérateurs
de création et de destruction de particules relativistes...

v/ ... par conséquent, les champs ¢ et T agissent sur les états (ces champs étant
linéaires en les opérateurs ils impliquent systématiquement An = +1)

v Grande victoire : on a construit une théorie permettant de décrire mathéma-
tiguement la création et la destruction de particules.

v" A noter toutefois que [fl, N] = [Etot’ N] = () .Le nombre de particules est
donc conservé dans la physique correspondant au Lagrangien de Klein-Gordon
(simple propagation des particules).

37

Interprétation des opérateursaeta’

Mais il y a mieux !

Théoreme : N := fd3k &T(E)d(lg) est un opérateur défini semi-positif
) ona (p|Nlp) = [ d*k{pla’ (k k)a(k)|e)
Définissons | (k)) := a(k)|p)- Ona d'une part (®(k )| ®(k)) = (plal (k)a(k)|p)

et de l'autre, puisque |®(k)) est un état quantique normé a part entiere :

(@ (k)| @(R)) >0 W (p|N|p) = [ d*k{pla’ (k)a(k)|¢) = 0.

$

Les valeurs propres de N sont toutes > 0. Il en est de méme pour Fiq¢

4

Les spectres de ces opérateurs sont “limités par le bas”; il existe une borne
inférieure

En effet, pour tout état |
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Interprétation des opérateursaeta’

On reprend les petits schémas

N Etot
n + E Eq’ +
Zl ‘t - ||90>> ; f iy |s0>>

" e R
n — X 2 > q R |90 >
n -2 \ 4 Cf(? ™) E - 2E; ¥ 77)
. SA ¥

L X0 [ ]

n—4 - : ﬂ

Il existe un état particulier tel que

W I'application de tout opérateur a
ne génére pas un état “inférieur”.

Dénommons |0) un tel état

39

L'état |0>...

Par definition, ona: a(k)|0) =0, V&

N|0) := [d3k ' (k)a(k)|0) =0  =>Cet état ne “renferme” aucune particule

Du point de vue énergétique

~ N (3)
Biotl0) = [ &k (af(B)a(k)|+ 2 2<°>) E.|0)

La valeur de cette occupation s’annule pour tout k
=> on obtient ainsi I'état qui possede I'énergie la plus
basse de la théorie.

’état |0> est donc I'état “fondamental” de la théorie correspondant a I'absence de

toute particule. Il est aussi appelé le “vide”.
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... et les particules

N v On obtient les états renfermant une parti-
cule de quantité de mouvement p; = Aq}
af en appliqguant un opérateur de création
a'(q))au vide.

v En appliquant un deuxiéme opérateur de
creation, on obtient un systéeme
contenant 2 particules.

af ((TB) v’ Etc.

‘q_)la §2>

al d v' On peut alors s'amuser (comme des

|q"1> petits fous) : on peut ainsi combiner

af q1 plusieurs de ces états pour construire des
n=0 |0) états localisés, mais aussi des états
intriqués combinant 0, 1 et plusieurs
particules

 rdrdndndnd

N.B. : equivalent de la fonction d’'onde en mécanique quantique usuelle :

w(f) — <O‘$(:l_f) ‘(Tl> Interprétation: Opérateur qui détruit la particule en  tout

en la “mesurant” (fallait pas te montrer !) 41

2me guantification (les champs)

Retour a la limite continue :

@ Tout ceci est un peu abstrait... peut-on donner un peu plus d’interprétation
physique ?

@ Et les particules dans tout ¢a ? Le lagrangien KG décrit des pions (particules
sans spin)

@ Et au fait, comment construit-on les états ?

Et puis surtout : Il n’y plus (./. Equation de Klein Gordon) I'infinité de solutions

a énergie negative !!!
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Les dimensions

v Ll CEAR A SO
> P:GeV/c @
» he = GeV - fm GeV =fm x [0]*2 => [¢] = (GeV/fm)/2
> [r] = 1[0] = gzl¢] = GeV'/? - fm ™%/
[6(@), 7 ()] = ihcd®) (T — ) Ty =GeVim X g ok

{Gats T} — {a(k) = ZRhclatifa | pu(fy . Belhcdaifay

> a(k): fm3/2 V2 V2P
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Le Vide

Ici, une image artistique
du vide tel qu’on se le
représente
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Le Vide

Calculons quelques observables

v (O|N|0) =0

<0\¢( 7)[0) = he [ \/m
—0 =3
v <0|¢(f)|0> = 0 Le champ moyen est nul ... et quid des fluctuations

4 combinaisons : (0la’(k)a(q)|0) — 0
On lit de droite a gauche : “Partant du vide, on supprime une particule de quantité de
mouvement /g on crée une particule de quantité de mouvement Ak ce qui permet

de générer a nouveau le vide” :aucun sens !!!
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Le Vide

Calculons quelques observables

v {(0|N]0) =0 hcf\/m( il

<O‘¢( 7)|0) = hc [ \/m (0lat (k)e=™
v <0|¢(:E’)|0> = 0 Le champ moyen est nul ... et quid des fluctuations

4 combinaisons : (0la(k)a(q)|0) — 0
On lit de droite a gauche : “Partant du vide, on supprime une particule de quantité de
mouvement hq’ ainsi qu’une particule de quantité de movement hlg ce qui permet de

générer a nouveau le vide” :aucun sens !!!
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Le Vide

Calculons quelques observables

v (O|N|0) =0

<0\¢( 7)[0) = he [ \/m
—0 =3
v <0|¢(f)|0> = 0 Le champ moyen est nul ... et quid des fluctuations

<0|¢2 ) o ff \d/% O‘ (&T(E)e—iﬁ.f_l_d(é')eiﬁ-f) (d“@e_i‘j‘f{—d(@ew‘f) ‘O)

4 combinaisons : (0la'(k)a'(q)[0) — 0
On lit de droite a gauche : “Partant du vide, on crée une particule de quantité de mouve-
ment h(j’ainsi gu’une particule de quantité de mouvement hE ce qui permet de générer

a nouveau le vide” :aucun sens !!!

47

Le Vide

Calculons quelques observables

v {(0|N]0) =0 hcf\/m( il

<O‘¢( 7)|0) = hc [ \/m (0lat (k)e=™
v <0|¢(:E’)|0> = 0 Le champ moyen est nul ... et quid des fluctuations

OIF@0) o< [ LEEL (0] (4 (Fje™F% + a(R)e™?) (3] (e 7% + a(D)ei??) |0

4 combinaisons : (0la(k )aT(cj}\0> =6C)(k ( —q)

On lit de droite a gauche : “Partant du vide, on crée une particule de quantité de mouve-
ment hq_’et on détruit ensuite une particule de quantité de mouvement h]g ce qui
permet de générer a nouveau le vide” : possible si E =q!

... Mais a ne pas interpreter comme une sequence temporelle (pas encore d’évolution !) 4g




Le Vide

Calculons quelques observables

v (O|N|0) =0

<O‘¢( 7)|0) _hcf\/m
-0 0

v <0|¢( )|0> = 0 Le champ moyen est nul ... et quid des fluctuations
v {0]¢2()]0) Jgs % fluctuations non nulles et méme infinies du champ
k

Le vide n’est pas vide ! On en discute si

vous voulez...

v' Point de vue énergétique : On regarde de plus prés I'’énergie du vide ...
: 2
contribution des fluctuations : Fyoy = % [dPx <ci2(b2 + Vo Vo (%) }?

49

L'énergie du vide:

. - (3)
Eior = fdgk (aT(k)a(k) + : 32<0)> Ly

\ 4

Il subsiste uniquement <O|Et0t|0 fd3k5 ( ) LI
Comment interpreter 63)(0) ? Provient en fait de la limite

: L (e . L
6k —q) = % limy, oo [} dz e*(k=a) = §(0) = % limy oo f_L dx

~ 3pd3x Ex
(0] Eyor|0) = [ L2425

v Divergence double (sur espace dit “des phases” : x et p)

3 3
f d 1;? £ compte en fait le nombre de cellules dans I'espace des phases

v Pour chaque cellule, on a I'’énergie de “point 0” d’un oscillateur harmonique
50




L'énergie du vide:

Petite estimation numérique: quelle est 'énergie contenue dans 1 m3 de vide ?
A o d3p EE
Ona (0|E|0) =V x [ VXS

Lintégrale sur p diverge a l'infini. Il faut la régulariser en supposant une valeur
maximale. Les particules les plus énergétiques issues des rayonnement cosmiques
possédent une énergie E = p c = 102° eV. On suppose donc légitimement que la
TQC reste valable (au moins) jusqu’a cette echelle et on écrit :

~ Vv Emax=10%%V d3E . vV 47rEf;aX
(0[Eot|0) = 5 x [ e L = s@mhos X 4

On a par ailleurs que hc =~ 2 x 108 eV - fm

Une estimation numérique conduit alors 3 <0\Et0t|0> ~ 100 J/m3

Il s’agit d’'une valeur ... mais
paradoxalement on ne peut pas extraire d’énergie de ce vide quantique, puisqu’il

s’agit de I'état d’énergie minimale.
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L'énergie du vide:

Mythe ou réalité ?

L'énergie du vide, c’est un peu comme jouer au badminton au dessus d’un gratte-

ciel ... On ne prend pas conscience de la hauteur tant qu’on ne regarde pas en bas...

... ou, en termes plus physiques : on peut adopter le point de vue que I'énergie du
vide n’est pas observable en soit, gu’il s’agit juste d’une « référence » relative.

L'Effet Casimir :
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L'énergie du vide:

Mythe ou réalité ?

L'énergie du vide, c’est un peu comme jouer au badminton au dessus d’un gratte-
ciel ... On ne prend pas conscience de la hauteur tant qu’on ne regarde pas en bas...

... ou, en termes plus physiques : on peut adopter le point de vue que I’énergie du
vide n’est pas observable en soit, qu’il s’agit juste d’'une « référence » relative.

L'Effet Casimir :
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L’Effet Casimir :
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L’Effet Casimir :

L'énergie du vide:

v Il n’est pas possible de mesurer I'énergie absolue du

vide mais on peut mesurer ses variations entre deux
configurations géométriques.

S’intéresse au cas du champ électromagnétique. La
guantification du champ électromagnétique conduit
a des particules de masse nulle, les photons.

Le champ situé entre deux plagues conductrices doit v\

s’annuler sur ces deux plaques (vrai en électroma- m

gnétisme, vrai pour les champs de photons). AV

Situation similaire au cas de la function d’onde d’une O
particule au sein d’un puits de potentiel (quasi) infini. a >

Le nombre de mode au sein du volume contenu entre les deux plaques est alors
modifié :f dky — ), "7 llenrésulte, a 'intérieur des deux plaques, une
énergie du vide légerement inférieure a celle qui regnerait en I'labsence de ces

plaques : <O|Etot|0> =&(d) x dS ou & estladensité dénergie.
55

L'énergie du vide:

L'Effet Casimir :

v

Il en résulte une force nette (extérieur-intérieur) sur chacune des plaques, a S

=> pression équivalente : _ 7 he
PCas. = T 940 d&

Application numérique pour 2 plaques de 1 mm? situées a 1 um de distance:

F~-13x10"12N
Effet proposé en 1948. Premiere experience en 1958. Résultats expérimentaux
conclusifs fin des années 90:

20

0

-20 |

-40

-60 |

-80 |

Casimir Force (10'12 N)

-100 |

Precision Measurement of the Casimir
Force from 0.1 to 0.9 um, U. Mohideen and
A Roy, Phys. Rev. Lett. 81 (1998), 4549
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Le Vide et 'effet Casimir

En conclusion :

v’ Le vide n’est pas vide, et cela se voit !!! ...

v ... a condition de mettre en oeuvre des trésors d’imagination au niveau de
I'instrumentation

v Pour le modéle de Klein Gordon et I'électromagnétisme, le vide reste simple
a apprehender; il existe toutefois des théories pour lesquelles il possede
une structure bien plus complexe.

v' C’est en général un des états les plus intéressants a étudier.

v" Pour les éléves intéressés : conférence “France culture” du 12/01/2021
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La TQC en action

La dynamique de la TQC:

v' Comme en mécanique quantique, '’évolution d’un état quantique suit I’équation
de Schrodinger (généralisée) :  :+ d 7
Ber(E )eihgle) = Hlp)
v’ Solution formelle simple : | (1)) = exp (—igt> |©(0)) , mais I'exponentielle
de l'opérateur Hamiltonien est en général inaccessible, au vu de la complexité
des processus de création et d’annihilation

v" Un cas simple : le Hamiltonien de Klein-Gordon :
Au cours du temps, les états quantiques représentant les particules acquierent

de simples phases : k(1)) = exp (—w;ft) 1£(0))

v Pour des théories plus réalistes / complexes, on peut se faire une idée de la
dynamique en effectuant un développement a petit temps (d’évolution t)

: 1 (1 ;2 2 9
Exemple: ,/ — ; (C_2¢ — V¢ -V — (%) ) ) —{V(9)
Terme d’interaction entre champs
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La TQC en action

La dynamique de la TQC:
v Exemple d'un potentiel V(@) = r ¢*(Z) = H = Hig + & [ d®z¢?(Z)

< Ona [p(t +di)) = |p(t)) — i Hp(t)) + -

v’ Dans la base des particules : A(%) = he [ ——=LE_ (&(E)eik‘“’ +af(k)e~iF

\ 4

v’ Le terme en ¢3 combine 3 opérateurs. Plusieurs combinaisons possibles

af (ks)a(ks)a(ky)

a
/ﬁ> Détruit 2 particules et en crée 1

a(kz)
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La TQC en action

La dynamique de la TQC:
v Exemple d'un potentiel V(@) = r ¢*(Z) = H = Hia + & [ d®z¢?(Z)

< Ona [p(t +di)) = |p(t)) — i Hp(t)) + -

v' Dans la base des particules : A(%) = he [ ——=LE_ (&(E)eik‘x +af(k)e~iF

\ 4

v Le terme en ¢3 combine 3 opérateurs. Plusieurs combinaisons possibles
af (k3)a' (ko)a(k:)
af (k2)

—\ Détruit 1 particule et en crée 2
at(ks)
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La TQC en action

La dynamique de la TQC:
v Exemple d'un potentiel V(@) = r ¢*(Z) = H = Hig + & [ d®z¢?(Z)

< Ona [p(t +di)) = |p(t)) — i Hp(t)) + -

v’ Dans la base des particules : A(%) = he [ ——=LE_ (&(E)eik‘“’ - &T(E)e_“;'f)

\ 4

v’ Le terme en ¢3 combine 3 opérateurs. Plusieurs combinaisons possibles

a(ks)a(ks)a(k)

a(/a)\
CAL(EQ) —/v> Détruit 3 particules

a(ks)
61
La dynamique de la TQC:
v Exemple d'un potentiel V(@) = r ¢*(Z) = H = Hia + & [ d®z¢?(Z)
v ona |p(t+dt)) = [p(t)) — i L H|p(t)) + - -
v’ Dans la base des particules : o(Z) = he [ \/##EE (&(E)eiﬁf 4 &T(g)e—igi)
v Le terme en ¢3 combine 3 opérateurs. Plusieurs combinaisons possibles
dT(/;:)g)dT(ﬂg)dT(El) v D’ans les 3 cas, le ?ombre de particules
&T(kl) n’est pas cAonsAerve
At T H N 0
) H. )
Crée 3 particules v Ces processus peuvent exister sur de
\ ST petites échelles de temps (fluctuations),
a (kg)

mais ne peuvent émerger de maniere
“asymptotique” car violation de la

conservation de I'énergie.
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La TQC en action

La dynamique de la TQC:
v Exemple d’un potentiel V(g) = ;<¢¢3( r) = H = HKG + h;fd?’x(pi” (%)

v ona |t +dt)) = |io(t)) — i% Hlop(t)) — 2 H2|p(t)) +

v" Alordre 2 en k, On itére les processus décrits précédemment ...

\ 4

v’ Certains deviennent alors possibles du point de vue énergétique:

— ~ 7 ! 7
d(kl) / aT(kl = k1 — @
—_— Une particule intermédiaire est créée et puis détruite,
a (‘(j)/ mais entraine une modification de la quantité de
mouvement des 2 particules initiales (k; et k,)

a(q)
— » \ Collision élastique
a(ks)

CALT(EQI = 122 —I—q_>
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La TQC en action

La dynamique de la TQC:
v' Exemple d’un potentiel V(p) = ,%gb:”( ) = H = HKG + Iﬁ;fd?’x(b?’ (%)

v Ona \gp(t+dt)>=<ﬂ—i%1ﬁ[ 2h2H2+2653H3 )“P( )

v' Al'ordre 3 en k, On itére les processus décrits précédemment; de nouveaux
processus sont révélés :
d(El) dT(kl "=ki —¢q) Collision inélastique 2->3; premier
/ exemple de conversion énergie <->
a'(q) masse en TQC

—_———

, d(%g)/' }
T T
(kz) &T(E2/ _ E2 + Cf) T(kél)
t

v Approche diagrammatique de la TQC pour décrire ce type de série en la
« constante de couplage » x : R. P. Feynman 64




'équation de Dirac

Motivation
Particule sans spin (et sans Electron : particule chargée
charge) de spin 1/2
Equation de Schrodinger +
1re quantification: Equation de Schrodinger moment dipolaire associé au
spin, le tout plongé dans un
champ électromagnétique

Cours G. Batigne

Gener§I|§at|on Equation de Klein Gordon Equation de Dirac
relativiste:
2me quantification: Champ quantique de Klein Champs de Dirac (ne sera pas
Gordon vu dans ce cours)
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L'équation de Dirac

Problémes liés a I'’équation de KG

v E? = p?c® + m?c* =>solutions a énergie negative

v Densité de probabilité dans equation de conservation Z—’t) +divy=0:

p xS (w*%—f) : pas définie positive !
Conséquence directe de la dérivée seconde en temps
de KG

E? = (p?c® + m?c?) x Iy = H? = (p*c® + m2c?) x I,

Motivations:
Est-il possible de définir un opérateur “racine
carrée” du membre de droite ?

Espace des spins
(dédoublement ./. spin nul)

Est-il possible de linéariser I'équation de KG pour
s’affranchir des dérivées secondes temporelles ?
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L'équation de Dirac

Etablissement de I'’equation de Dirac
v Onpartde EZ —p2c? = m2c* = [(ih0;)? — (2V)?] I = m?c'L,

v On peut factoriser le membre de gauche en se servant des propriétés des
matrices de Pauli:

0,0, =1y, Vi€ {1,2,3}
O'Z”O'j—i-O'j'O'i:O, V(Z,j)€{1,2,3}2 et Z#]

Ce qui entraine : .
_ c
(1hO Iy — zhcz 0;0;) - (1holy + thz Oyoy) = [(zh@t)2 — (TV)2 I

v' L'équation sur Ia function d’onde v, deV|ent
(ihdy T2 +2h028 0;) - (ihdI —chalal o = (me?)4hy
v" On pose w(L) =12
P B = L (ihd,Is — ihcy", 8100) o
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L'équation de Dirac

Etablissement de I'’equation de Dirac / mc? ¢(R)

(ih01a + ihe X, 050, ) { (ihonla — ihe X 0ion) o | (mc?) 4

v Ceci conduit aux équations couplées

(11001 + ihe 32 0505 ) 610 = me2y(®)

(i1 — ihe S, 00, ) 6 =m0

(R)
v" On définit alors le quadri vecteur RES ( :i(L) )et les équations s’écrivent,

ih@th—z’hczj ( O(T)j _(; )@-w—l—ch( 1?2 ]102 )w
J

v Soit plus synthétiquement, en posant

0 I o 0
0 _ 2 R J
P(n o) @0 (3 )

[ih@tw = (Zj ajﬁjc—l—mCQ'yO) ) = ( pe+mcy >¢]
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L'équation de Dirac
[ih@tw:(o}’-ﬁCwmeQ’yo)w] 70:(]102 ]102> aj::<(6j jfj)

v Une des formes de 'équation de Dirac

v’ Elle se met agréablement sous la forme
' — b 2 =5 2.0
thdyp = Hpirac)  avec  Hpirac := & pc+ me™y

\ 4

v Norme positive pour tous les états (cf motivation)

v’ Valeurs propres de 'opérateur hamiltonien (pour des ondes planes):
++/(fikc)? + (mc?)?

v’ Toujours des solutions a énergie négative !!!
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L'équation de Dirac

v' On étudie plus simplement ces solutions en posant ¢¥p = U - ¢

avec U:L 1 1
V2 \ —la 1o

v’ L’equation de Dirac se transforme alors: _ n
Transformation unitaire

ihd, Up = U - (52 Fe+ m0270> Ut Uy
—— ——

YD YD
v’ La transformation [J - H - Ut préserve la forme de ce hamiltonien, avec
I 0 0 o
0 0 _ 2 , e J
vog=(5 0) aman=(2 %)

v’ Pour p << m ¢, on observe aisément deux types de vecteurs propres:

YA 5 1 0
VYp & ( = E =~ mc avec Yp = ou
0 (par exemple) 0 1

L J

|
( 0 ) = F ~ —mc?

VB Deux “spineurs” (états
de spin) non relativistes

Q

YD

70




Interprétation des solutions a énergie négative

-~

Selon Dirac, I'ensemble des états a énergie
négative sont occupés dans I'état fondamental
global (puisqu’il s’agit de fermions, un état
peut étre occupé au plus une fois)

Mer de
Dirac

331
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Interprétation des solutions a énergie négative

r 3 7’Y
Selon Dirac, 'ensemble des états a énergie
I @ négative sont occupés dans I'état fondamental
o Mgr de  global (puisqu’il s’agit de fermions, un état
®e Dirac  peut étre occupé au plus une fois)
L ee
- .

Exciter une des particules de la mer de Dirac
(vers un état d’énergie positive) crée un « trou ».

—— @@ | — .
oo /| La mer de Dirac munie de ce trou apparait
T 0= —
o-@

comme une particule effective d’énergie positive
(elle peut en effet communiquer un surcroit d’énergie
a une particule occupant un état d’énergie positif)

Plus généralement, aux nombres quantiques de |’état inoccupé correspondent des
nombres quantiques du trou:

ﬁtrou + ﬁetat = ﬁvide =0 = ﬁtrou = _ﬁ
—~—~
=P
idem pour la charge : charge,,,, = - charge,,., => antiparticule !

La théorie de Dirac renferme donc la notion d’antiparticule. Une formulation propre
nécessite toutefois de passer par la TQC. 72




L'équation de Dirac et la TQC

Les champs de Dirac:
(@) ~ [k (b(R)eF + df (F)eiF

\

destruction d’une charge création d’une charge
positive (positon) negative (électron)

~.l
Il
—

o1 (@) ~ [k J(E>ei’?-f+z§T(E)e—iE-f)

\

destruction d’une charge création d’une charge
négative positive

Dédoublement des opérateurs de création et destruction ./. KG : particule ET
antiparticule
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L'équation de Dirac et la TQC

Structuration du lagrangien:

L= »CDirac + ﬁchamp elema — Vvinteraction Formulation ?

/ |

Lagrangien qui géneére Lagrangien qui génere les

I’equation de Dirac (pour  équation de Maxwell (sans

des fermions libres) suite  source) pour le champ

a variation. électromagnétique, suite a
variation

d oL
< ) Z % 3(8 2 9¢ 0 Degrés de liberté : champ
Degres de liberte: champs  paoras de liberté: potentiel de Dirac, potentiel “de
de Dirac 1) et ¢)* “de Coulomb” @ et Coulomb”, et potentiel
' vecteur

Potentiel d’interaction
entre champ de Dirac et
potentiel électromagné-
tique.

potentiel vecteur A

...ou encore (apres 2me quantification)

H = HDirac + Hchamp elema T VYinteraction
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L'équation de Dirac et la TQC

Les termes d’interaction:

v’ En théorie classique de I'électromagnétisme :
O Charge — potentiel de Coulomb : [ d3z p(Z)®(Z) (énergie électrique)
U Courant — potentiel vecteur :fd3x (Z) /f(f) (énergie magnétique)
v’ La densité de charge et de courant associés a I’équation de Dirac
o) = (228 -V +me2y0) ¢ = O = (—co? V- z'mTczyo) b
\ 4

—ihopt = W( he@ - V4+me?y?) = Ol =9l (—co?-V—l—imgQVO)
t \¢ -

0 (L2) = vt (=@~ V) + (-VeT )y = =V - (vlay)

o« Ohp+V75i=0 avec{

p= Ol w
v/ .. ou e est la charge élémentaire de la particule

e < Densité de charge

7= ¢T .a-1pe +— Densité de courant
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L'équation de Dirac et la TQC

Les termes d’interaction:

v' En TQC:
Q Charge — potentiel de Coulomb : e [ d*x V1 (@) p(T) D ()
O Courant — potentiel vecteur : € fd3x Zl @@T(f)aﬂﬁ(f) Cz‘il(f)

v' Il s’agit de termes contenant 3 champs (comme le potentiel d’interaction en ¢3),
mixant des opérateurs de création et d’annihiliation

v Le nbre de particules n’est pas conservé, mais bien la charge.

v Le contenu : Les 8 processus physiques découlant de cette interaction :

\/ \/
/ \/

,.y\ \ Y

—t 76




La TQC en action (suite)

Processus a I'ordre 2 (en la constant de couplage):

€ (&

v’ Diffusion élastique e+e -> e+e: —-—
/
R
e— e

v’ Lannihilation e + et — v 4+~

Application “Tomographie a Positon”;
voir conférence J.P. Cussonneau

v" Augmentation du nombre de diagrammes pour des processus de plus en plus

complexes
v La TQC permet en outre de calculer la probabilité de la reaction par unité de
temps (concept de “section efficace” pour les états de diffusion) 77

La TQC en action (suite)

Processus a l'ordre 4 (en la constant de couplage):

e a1 et __---7
v’ Diffusion élastique y+y -> y+y: Ve o o - L
e
Processus impossible \(\ v
en électromagnétisme N===="" e ~ -7

classique...

Candidate Event:
Light-by-Light Scattering

... observé tout
récemment au CERN




La TQC en action (suite)

Retour sur les collisions hadroniques (vision TQC):

« jet » : ensemble collimaté de particules dans
I'état final

et a® _ ele @ °
ANy .'_. Le calcul détaillé de la production
. e T e de ces jets reste un challenge pour
> . ) e et les théoriciens des particules !
he 100 ' Dl _..._...
+® o o
.i. —— = Idée qui germe en ce moment
Proton 1 g 0 ' ik Proton 2 (plantée il y a longtemps par R.P.
RSV AL RN Feynman) : utiliser les algorithmes
e \\ N : quantiques pour résoudre les
. ...,\ <~ :_. . . problémes quantiques
T Neeet v

79

La TQC en action (suite)

Retour sur les collisions hadroniques (vision TQC):

17 — 21 January 2022

&

YOUNGST@RS - The Quantumness of Hard Probes

17-21 janvier 2022
Mainz Institute for Theoretical Physics, Johannes Gutenberg University
Fuseau horaire Europe/Berlin

Feenzl This workshop aims to discuss and address challenges in hard probes, especially related to

Scientific Scope quantum mechanical aspects of these systems and how quantum computing could potentially provide

tools to perform the needed computations.
General Information
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Spin et limite non relativiste de I'éqg. de Dirac

v On intégre le couplage au potentiel vecteur dans I'equation de Dirac =>
1thopp = (cd’- (%V — qff) + ch'yO) Vv = FEy= (c&- (1%’— qg> + ch’y()) WY

avec 70:(% %) et ozj:<00 Ud)
_1, ;

v’ Limite non relativiste : p << mc => Les solutions a énergie positive s’écrivent

Ya
Yp = avec g = O(p/mc) X a
YB
v On résout le couple d’équations (E+ mc2)¢B —...q)4 parrapportay,
en supposant que E ~ m c?, et on réinjecte la solution dans le premier couple
d’équations. Il en découle :

- o~ =0\ 2
Eyy = [mc%pA + «"(pz_—qA))] . «— Spineur non relativiste
m

v’ Le membre de droite est donc un Hamiltonien effectif non-relativiste pour

une particule de charge g plongée dans un potentiel magnétique vecteur. 81

Spin et limite non relativiste de I'éqg. de Dirac

v' |l reste a traiter correctement les matrices de Pauli apparaissant dans I'énergie
cinétigue... On observe en particulier la contribution suivante :

2 (325 055V = A; (@) X Sy or 2V = gAR(T)) ) 4
IA{NR =+ ’l% ij O'jO'ijAk

v" Pour illustrer le contenu physique de ce terme, suppons un potentiel vecteur
dirigé selon Oy (=> k=2) et dépendant uniquement de x (=> j=1)

= VjAk = B3 avec é = Bs€e,

0 1 0 —1 .
05(1 O) 0'22:(7; O) = 0109 — 103

n h AN
HNR:---—%§03B3— ~48.B
—~—

S, 82




Spin et limite non relativiste de I'éqg. de Dirac
Interprétation : Hxg = Erin — %§ B

v" Le nouveau terme correspond a I'énergie magnétique d’un dipdle
magnétique /i plongeé dans un champ magnétique B, soit

Baip. = —ji- B

v" On en déduit I'expression du moment dipolaire magnétique résultant de la
théorie de Dirac (q = -e):

e

=S

v" A ce stade, il est important de rappeler le résultat classique pour une sphére
unifomément chargée :
ﬁcl - %L
Ceci vient donc contredire I'image un peu trop simpliste qu’on se fait parfois du spin
de I'electron (petit grain de matiere qui tourne sur lui-méme), car il en découlerait

—

€

/je - _2meS

On a besoin de I'équation de Dirac pour obtenir la “bonne” valeur (expérimentale) 83

Spin et limite non relativiste de I'éqg. de Dirac

Interprétation (suite) :

v' on pose fle = t0e |5 S

2Mme

\ Facteur de Landé

v’ Lathéorie de Dirac prédit: g. = 2
v’ lavaleur expérimentale :  ¢g&P — 2 = 2,319 304 362 56(35) x 1072

v Théorie : Au dela de Dirac : la TQC
ggh — 2 =2,319304 365 58(15) x 103

Diffusion d’un électron sur un champ B

Vertex ponctuel , ) )
b A l'ordre le plus bas de la TQC, les interactions entre

e\’//g un électron et le champ B font intervenir un “vertex”
| ponctuel; le résultat est identique a celui de I'équation
17 de Dirac.

O

Champ (électro)magnétique externe = source de photon 84




Spin et limite non relativiste de I'éqg. de Dirac

Interprétation (suite) :

v' on pose e = t0e |5 S

2Mme

\ Facteur de Landé
v’ Lathéorie de Dirac prédit: g. = 2
v’ Lavaleur expérimentale :  ¢g&P — 2 = 2,319 304 362 56(35) x 1072

v Théorie : Au dela de Dirac : la TQC
ggh — 2 =2,319304 365 58(15) x 103

Diffusion d’un électron sur un champ B

/ A 'ordre suivant en la “constant de couplage”, une
e - ’—Y\ €  “correction de vertex” apparait: I'électron émet un
4 ® » photon virtuel y" avant d’interagir avec le champ externe.
:fy Il réabsorbe ensuite le photon virtuel. Ceci modifie la
nature de l'objet qui interagit avec le champ externe.
J. Schwinger (1948)
Champ (électro)magnétique externe = source de photon 85

Toujours vivant ?

Des questions ?
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