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Etat lie

Deéfinition :
Etat dans lequel le systeme occupe une region de I'espace de taille finie.
Le systeme est confiné par un potentiel.

 Noyau atomique constitué
| de 8 protons + 8 neutrons

8 électrons

.Nuage électronique.

En Mécanique Quantique :
Un etat lie est stable si son énergie est inférieure a I'energie potentielle
a linfini : £ < V(o0)

Pour étudier un systeme, il faut resoudre I'équation de Schrodinger.

maw(gf’ D i
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Procedure de resolution (1/3)

Hypotheses simplificatrices :

L' Hami
particu

tonien est independant du temps : le systeme est constitue d’une
e soumise a un potentiel qui ne varie pas au cours du temps.

Particu

e mono-atomique sans spin : seuls les degres de liberte de translation

sont considéres.

Systeme unidimensionnel : la fonction d’'onde ne dépend que de x.

Resolution de la partie temporelle :
Expression de la fonction d’onde dans la base propre de H:

'equati

d’ou

H|yg) = E| )

on de Schrodinger donne :

() = e 7E0 [ y(1p))

[It/f(t» = Je‘%E("fo)l/“J(E) | Wi(ty) )dE w()) = ) eT#E g, [y, )
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Procedure de resolution (2/3)

Expression de I'Hamiltonien :

A P2 . hQ 82 ) X o
H = — _ — j| . — .
o + V() o D2 V(x) Rappel : P Zh(?a;
Approximation du potentiel : N
Potentiel continu par morceaux
Viz) =V,
Pour x € [x,,; xpy1 | > X

Résolution dans chaque domaine ouV est constant :

equation aux valeurs propres de I’Hamiltonien devient :
0%pp(x) 2m(E — V)

or2 h2 e (x)
Les solutions sont : JE(E = Vo)
. . . m(E — V.
SiE>V,, opa(x) =ale®™* +a e " avec k, = -
. - - 2 Vn - E
SiE < Vi, ppn(z) =ale®* 4+ a e *" avec K, = v m(h )
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Procedure de resolution (3/3)

Apres avoir trouve la forme de la fonction d’onde pour chaque domaine, il faut
determiner les constantes d’integration :{a,,,jf}

Conditions de raccordement : 9
Limpulsion ne peut devenir infinie subitement. Or P = —ih—,
, . Ox’
d’ou les conditions de raccordement :
La fonction d’onde et sa derivee spatiale doivent etre continues.

[@En(gpn) = opn1(zn) et degn(Tn) _ dgaE,n_l(wn)]

dx dx

Normalisation :
Une fonction d’onde est toujours définie a une constante (complexe) pres.
Pour relier plus facilement ses composantes a des probabilites, sa norme
est fixee a l'unite : 5

/_OO |¢(az,t)\2da::1:>/_oo Z@bE Jor.n(x)e v B e =1
4" 3 4
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Application : Puits Carre

Forme du potentiel : Vv
Puits de hauteur Vo
de largeura @ = 0 —aha

Trois domaines : @ @ ©
x<-a/2 : V(x) =Vo
IX|<a/2 : V(x) =0 -«

@ x>al2 : V(x) =Vo -2 0 al2

Expression des etats propres de ’'Hamiltonien (cas ou E<Vp) :
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Application : Puits Carre

Forme du potentiel : Vv
Puits de hauteur Vo
de largeura @ = 0 —aha

Trois domaines : D @ ©)
% x<-a/2 : V(x) =Vo

IX|<a/2 : V(x) =0 =0 ~ > X

B x>a/2 : V(x) =Vo

Expression des etats propres de ’'Hamiltonien (cas ou E<Vp) :

D’apres ce que nous avons vu precedemment :

_ V2mE
op1(r) =ale" +a e H° k= 77:
ppa(@) =aze T rage T A fu(, —B)
vr3(x) = UgeKi’j - ag_e_K“" B h

UE D PAQ 2022/2023 7 Srgne-Pays 'L

[r—— 4 ey



Application : Puits Carre

Forme du potentiel : Vv
Puits de hauteur Vo
de largeura @ = 0 —aha

Trois domaines : D @ ©)
% x<-a/2 : V(x) =Vo

IX|<a/2 : V(x) =0 =0 ~ > X

B x>a/2 : V(x) =Vo

Expression des etats propres de ’'Hamiltonien (cas ou E<Vp) :

D’apres ce que nous avons vu precedemment :
2mby
peale) = alcR® + e Y2
pra(x)= a;em -+ az_e_m avec . J/2m(Vo — E)
PE3(T) = M +age B7 B h
Mais a; = ag — 0, sinon ¢g 1(—0) = +0 et g 3(+00) = 400
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Application : Puits Carre

Utilisation de la symétrie du probleme (comme souvent en physique) :
V(x) =V(-x) donc la physique ne doit pas dependre de l'orientation de I'axe.
2 possibilités : vp(x) = tpp(—x)
Reecrire la fonction d’'onde pour faire apparaitre cette symetrie :

Conditions de raccordement :
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Application : Puits Carre

Utilisation de la symétrie du probleme (comme souvent en physique) :
V(x) =V(-x) donc la physique ne doit pas dependre de l'orientation de I'axe.
2 possibilités : vp(x) = tpp(—x)
Reecrire la fonction d’'onde pour faire apparaitre cette symetrie :

+ikx

Pour rappel : e = cos(kx) + isin(kx)

donc nous pouvons écrire : g o(x) = a4 cos(kx) + a_ sin(kx)

Kx Kx

et nous avons toujours : g 1 () = a1e” " et pps(x) = ase”

Conditions de raccordement :
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Application : Puits Carre

Utilisation de la symétrie du probleme (comme souvent en physique) :
V(x) =V(-x) donc la physique ne doit pas dependre de l'orientation de I'axe.
2 possibilités : vp(x) = tpp(—x)
Reecrire la fonction d’'onde pour faire apparaitre cette symetrie :

+ikx

Pour rappel : e = cos(kx) + isin(kx)

donc nous pouvons écrire : g o(x) = a4 cos(kx) + a_ sin(kx)

et nous avons toujours : g 1(z) = ae™T et pr3(r) = aze B7
Conditions de raccordement :
En x=-a/2 : [
are K92 = g cos(ka/2) — a_ sin(ka/2) a)
a1 Ke %% = k (a_ cos(ka/2) + ay sin(ka/2)) b)
En x=a/2 :
ase K92 = g cos(ka/2) + a_ sin(ka/2) C)
—a3Ke K2 = [ (a_ cos(ka/2) — ay sin(ka/2)) d)
4 1 d
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Application : Puits Carre

Retour sur la symetrie du systeme :
Montrer que chaque état d’énergie possede une parite bien definie :
Parite positive = fonction d’onde paire
Parité negative = fonction d’'onde impaire

Trouver pour chaque parite la relation liant k et K :
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Application : Puits Carre

Retour sur la symetrie du systeme :
Montrer que chaque état d’énergie possede une parite bien definie :
Parite positive = fonction d’onde paire
Parité negative = fonction d’'onde impaire

b) xc) +a)xd)=
k(ara_ + (a3 + a”) cos(ka/2) sin(ka/2))
+k (aya— — (a7 + a”) cos(ka/2) sin(ka/2)) = 0

dou ara_ =0 CQFD!

Trouver pour chaque parite la relation liant k et K :
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Application : Puits Carre

Retour sur la symetrie du systeme :
Montrer que chaque état d’énergie possede une parite bien definie :
Parite positive = fonction d’onde paire
Parité negative = fonction d’'onde impaire

b) xc) +a)xd)=
k(ara_ + (a3 + a”) cos(ka/2) sin(ka/2))
+k (aya— — (a7 + a”) cos(ka/2) sin(ka/2)) = 0

dou ara_ =0 CQFD!

Trouver pour chaque parite la relation liant k et K :

Parité positive (a1 0 eta_ =0): b)/a) = (K = ktan(ka/Z))
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Application : Puits Carre

Retour sur la symetrie du systeme :
Montrer que chaque état d’énergie possede une parite bien definie :
Parite positive = fonction d’onde paire
Parité negative = fonction d’'onde impaire

b) xc) +a)xd)=
k(ara_ + (a3 + a”) cos(ka/2) sin(ka/2))
+k (aya— — (a7 + a”) cos(ka/2) sin(ka/2)) = 0

dou ara_ =0 CQFD!

Trouver pour chaque parite la relation liant k et K :

Parité positive (a1 0 eta_ =0): b)/a) = (K = ktan(ka/Q))

Parité négative (a.. = 0 eta_ #0): ¢)/d) = (k = —-K tan(ka/Q))
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Puits Carre : Solutions

Représentation graphique des deux relations :
Parité positive : K = ktan(ka/2)

A B Il Il 1 1
Vi 2mV,
2 Yo L 0
ou tan“(ka/2) = = = 1 = oz 1
et tan(ka/2) > 0
0
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Puits Carre : Solutions

Représentation graphique des deux relations :
Parité positive : K = ktan(ka/2)

% 2mV/
2 0 0
ou tan“(ka/2) = = = 1 = oz 1

et tan(ka/2) > 0

Parité négative : k = — K tan(ka/2)
ou 1 B QmV() _1

&—»k tan?(ka/2)  h2k2

et tan(ka/2) <0
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Puits Carre : Solutions

Représentation graphique des deux relations :
Parité positive : K = ktan(ka/2)
Vi 2mV,
2 Yo L 0
ou tan (k‘CL/Q)—E—].— h2k2
et tan(ka/2) > 0

A

— 1

Parité négative : k = — K tan(ka/2)

ou 1 B QmV() _1
: K tan?(ka/2)  h2k?
O w/a et tan(ka/2) < 0

Valeurs des énergies possibles :
Nouveaute : I'eénergie du systeme ne peut prendre que des valeurs discretes

h2k2
E, = —>"

2m
= L’énergie du systeme est quantifiee

La quantification est due aux conditions aux limites, c’est-a-dire au confinement.
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Puits carre : forme des fonctions d’onde

Si Vo possede une valeur finie :

Résultats plus ou moins identiques.
Exception des domaines ou E<V.

o, (J2] > a/2) oc e 171 2 0
Cela signifie que :

P(|lz| > a/2) o e 2Enlzl £

Contrairement a la mécanique classique, il est possible de mesurer
une particule dans une région ou son energie est inférieure au potentiel !

Nous verrons lI'implication dans le chapitre suivant.

La longueur de pénétration vaut : L, = 1/(2K,,)
Ordre de grandeur : electron avec V; — E' ~ 1eV donne

d_nd
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Potentiel Harmonique

D2 P2
Forme de ’Hamiltonien : [f] — P | I k)A(Z — P : : ma)z)A(z
2m 2 2m 2

| k
avec @ = 4/ — pulsation propre de 'oscillateur
m

Interet : Approximation d’un potentiel autour
d’'une position d’equilibre.

v H|yg) = E|yp)?

. Traitement analytique :
solution d une equation
differentielle
2. Traitement algebre
d’opérateurs

d_nd
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[r—— 4 ey

» X




Operateur construction/destruction du OH

~ hof ~ 1 . n -
H=—N+— [a7a] =1 [N,4] = —a [N,a"] = a'

Supposons qu'une valeur propre de N est U avec un état propre | i) :
Nlp) = plu)

1) Nat|uy = (IN.a"1+a'N) |u) = (a" +@'N) | ) = (u + Da' | )

1) Naju) = (IN.al +aN) |u) = (= a+a'N) | u) = (u—1a|u)

alu) =+/plp—1)
1) 0 <ll @lp) IIP=(aulau) = (uIN|p) = plulp) = //t{AT VE
) =/p+1|p+1)
lu est un entier positif : 1,2,3..., et donc E, = (n + 1/2)Ad 4 4
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Etats propres du OH

Pour I'état fondamentale |0) : 4= L(g n i)

@10y =0 V2

WO o =t o = () et

Eho(&) + a4z h

1
1) = a'10) =a’|0)
v+l

B dpo(c)  (mao\"* [mw _Llmo
(O = o0 === = () [

d_nd
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Potentiel Harmonique

Valeurs possibles : £, = | n + =

Quantification de I'energie : |
(rea)

Fait remarquable (et general a tout potentiel) :

Energie du niveau fondamental :

1

Ey = §hw # 0 non classique ; méme chose pour le puits carré.

Raison :

d_nd
UE D PAQ 2022/2023 15 ALY
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Potentiel Harmonique

Valeurs possibles : £, = | n + =

Quantification de I'energie : |
(rea)

Fait remarquable (et general a tout potentiel) :

Energie du niveau fondamental :

1

Ey = §hw # 0 non classique ; méme chose pour le puits carré.

Raison : Principe d’incertitude AxAp = h/2
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Corps Noir (1/2)

Corps Noir : Objet qui emet sous forme E-M toute I'energie qu’il regoit
Ex corps presque noir : Soleil (énergie Nucleaire/Gravitation).

Modélisation: | Tv g e Enceinte Thermalisée
- \% ... Parois réfléchissantes
~ E\ T Percée d’un trou

Mecanique (Statistique) Classique : Probleme de divergence Ultra-Violette

Aucun lien E/ v B
Contribution de chaque etat (k)

1.4

2=

e o) a I’énergie (Physique Statistique) :
1.0 —
g >~ B >~ B
1= ([ Estran) o ([ trar)
g 0.6 — 0 0
£ O :]CBT

0.4

= Energie totale emise infinie !!!!

0.2=

0.0

00
2 _
0 5(1)0 1o]oo 15'00 zoloo zsloo 300I0nm Etot x 4 / kBTV dv = 400
0

wavelength (nm) '“’
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Corps Noir (2/2)

Mécanique (Statistique) Quantique :
Hypothese de Planck : Pour une frequence donnee, I’echange d’energie ne
peut se faire que par paquets (quanta), multiples entiers de "*.
h = hilfskonstante (constante d’aide !)
= Echange d’énergie quantifiee

Distribution statistique dgs photons :

2§00 2 o
2 V=) g ne FBT v Distribution de
o oo —phr T Ry Bose-Einstein (bosons)
anoe kg T ek BT — ]

1.4

Loi de Stefan-Boltzmann : -
27TS ©.©, hV3 dy . 5000 K classical theory

P = 2 o — SoT? 1.0 e

¢ Jo e*BT —1]

0.8

intensity (arb.)

0.6

Loi de Wien : he

4000 K

AmaxT — o
1,965k N
0.0 A

| | | | | |
0 500 1000 1500 2000 2500 3000nm

Soleil (T=5800K) = Amax = 500 nm
(vert-bleu) 7 wavetength (nm) y mmy

IMT Atlantique
Bretagne-Pays de la Loire
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Etat de diffusion : Normalisation

Etat de diffusion :
Par opposition a un etat lie, un etat de diffusion correspond a un systeme
qui n’est pas confine dans une region de I'espace.
= la fonction d’'onde peut etre non nulle dans plusieurs régions de
'espace = 2 cas de figures

|) Systeme localise dans I'espace :
Pas de probleme de normalisation (cf. etats lies)
Taille du systeme fini donc I'impulsion n’est pas parfaitement connue
= le systeme peut etre decrit par un paquet d’'ondes (planes)

2) Systeme non localise dans I'espace (au moins dans une direction) :
Exemple : faisceau de particules
Limpulsion peut étre tres bien connue
= le systeme peut etre decrit par une onde plane monochromatique
(en premiere approximation)
Mais Pintéegrale de la norme de la fonction d’onde diverge !
= Il faut trouver un autre moyen de normalisation

Physique Quantique 2012-2013 18 -_l i l
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Flux de particules

Caracteristiques d’un faisceau :
Direction, focalisation, énergie et flux (ou courant)
= Normalisation peut etre effectuee sur la valeur du flux

Relation de conservation du nombre de particules (cas unidimensionnel) :
0
a—f + divj = 0 avec p(z) = |1(z)]?
Op(x) _ 0v* () . O(@)
donc 5% = A v(x) + Y (x) gy

Equation de Schrodinger d’une particule libre (V(x)=0)

dou 0@ _ i (w* PR mw*(x)w(x))

ot h 2m 2m

0p(x) ih *
done 40 5 (I (4 @) ie) - vi)ve @) )
par identification : Ey(x) = ;—ZL (V" () Vi (z) — w(x)Vw*(w))J

- hk
Onde plane Eb(x) = ae'™® o j(z) = |a|2—J: |a,|2£ = |a|*v
m m —

Physique Quantique 2012-2013 19 -_l i l
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Marche de Potentiel

Définition du Systeme :
Hypotheses identiques au cas du A
puits de potentiel (Hamiltonien Vo
indépendant du temps, particules = E
mono-atomiques et sans spin et 1T e
systeme unidimensionnel). =
Flux de particules arrivant de x=- . X
Pas de source a x=+ 0 L

Etude du cas 0<E<Vy (d’autres cas seront vu ultérieurement)
Nous allons étudier les etats propres d’energie (i.e. E fixee).
Procédure identique a celle utilisee pour le puits de potentiel.

- Recherche des états propres de I’'Hamiltonien pour chaque domaine
- Resolution de I'equation de Schrodinger

- Conditions de raccordement

- Et eventuellement normalisation des fonctions d’onde.

Physique Quantique 2012-2013 20 -_l i l
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Resolution de I'equation de Schrodinger

Expression des états propres de I'Hamiltonien : {¢E,i(x)}

Pour chaque domaine ou V(x) est constant : N
. h2 d290 Az Vo
Fopia) =~ 0D vy ] 5.

Les solutions sont : 0 L

Solutions de I’equation de Schrodinger :

Physique Quantique 2012-2013 21 -_l i l
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Resolution de I'equation de Schrodinger

Expression des états propres de I'Hamiltonien : {¢E,i(x)}
Pour chaque domaine ou V(x) est constant : N

= Eyp,i(v) =
: > X
Les solutions sont : 0 L
pE1(T) = are’™® + alle_ikaC V2mE V2m(Vy — E)
Ko ) Ko avec k = et K =
Yp.2(x) = ae”" + ase h h
@E,S(x) _ ageikx L age—ikaz

Solutions de I'equation de Schrodinger :

Physique Quantique 2012-2013 21 -_l i l
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Resolution de I'equation de Schrodinger

Expression des états propres de I'Hamiltonien : {¢E,i(x)}

Pour chaque domaine ou V(x) est constant : N
. he d*pp () — Vo
H 1 — = - Vi 1 i)
QOE ('CE) 2m de SOE? (x) .............................................
Les solutions sont : 0 L "X
1kx ! _—ikx
r) =aie"" + aje V/ _
vE,1(T) 1 o } . vec b — 2mE et K — V2m(Vy — E)
Yp2(x) =azse”” + ase A 7
SOE,S(x) _ agezkx L age—zkaz
Solutions de I'equation de Schrodinger :
9, i ,t _ 2
VAT g 1) avee tps(2,0) = g i(x) DUz, t) = e g (x)
ot ’ ’ ’ — e—zwtgp ,z(x)

d’Ol‘J ¢E71(3) (CU, t) — al(g)e—i(wt—kx) _I_ all(g)e—’i(Wt-Fkaj)

Physique Quantique 2012-2013 21 -_l i l
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Resolution de I'equation de Schrodinger

Expression des états propres de I'Hamiltonien : {¢E,i(x)}
Pour chaque domaine ou V(x) est constant : N

nga ( ) D
Les solutions sont : 0 L "X
pE1(T) = are’™® + alle_zm V2mE V2m(Vy — E)
B Ko | 1 —Kz avec k = et K =
Yp.2(x) = ase ane A 7
pp.3(x) = ase™™® + afe ke
Solutions de I'equation de Schrodinger :
(? Az, t i
¢E (CE ) = Evygi(x,t) avec ¥g i(x,0) = ppi(z) 2v¥p(z,t) = e_:jtng,i((az))
=e “ppi(x

d’ol Vg 1(3)(x,t) = a1(3.+ a1(3).

Onde Plane Progressive x./” OPP x \,

Physique Quantique 2012-2013 21 -_l i l
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Resolution de I'equation de Schrodinger

Expression des états propres de I'Hamiltonien : {¢E,i(x)}
Pour chaque domaine ou V(x) est constant : N

= Eyp,i(v) =

Les solutions sont : 0 L "X

pE1(T) = are’™® + alle_zm V2mE V2m(Vy — E)
Ko ) Ko avec k = et K =
Yp2(x) =azse”” + ase A 7
pr3(r) = asem T M Pas de source a x=+
Solutions de I'equation de Schrodinger :

(? Az, t i

¢E (x ) = Evp,i(z,t) avec Vg i(7,0) = pgi(r) = vei(z,t) =€ ﬁEttsaE,i((a:))
— oW wp.i(x

d’ol Vg 1(3)(x,t) = a1(3.+ a1(3).

Onde Plane Progressive x./” OPP x\,
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Calcul des amplitudes

Conditions de raccordement en x=0 :

Conditions de raccordement en x=L:

Par la suite, nous allons etudier les coefficients de transmission et de reflexion :

Js _ las|” Ji_ e . / .
=0 T P et R = PP = il faut exprimer a; et a7 en fonction de a3
1 1 1 1

Physique Quantique 2012-2013 22 -_l i l
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Calcul des amplitudes

Conditions de raccordement en x=0 :

a1 +aj = as + aj 1 1 a1 (1 1 ao
ika; — tkay] = Kag — Kal o ik —ik) \a}) \K —K) \aj

Conditions de raccordement en x=L:

Par la suite, nous allons etudier les coefficients de transmission et de reflexion :

Js _ las|” Ji_ e . / .
T = i lal et R = PP = il faut exprimer a; et a7 en fonction de a3
1 1 1 1
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Calcul des amplitudes

Conditions de raccordement en x=0 :

a1 +aj = as + aj 1 1 a1 (1 1 ao
ika; — tkay] = Kag — Kal o ik —ik) \a}) \K —K) \aj

Conditions de raccordement en x=L :

aseXL 4 ale KL — ggetkl

Kase™t — Kahe 8 = jkage™ "

1 1 el az\  arn (1
M Arx —-k)\ o e&L)\a,) T ik

Par la suite, nous allons etudier les coefficients de transmission et de reflexion :

Js _ las|” Ji_ e . / .
T = i lal et R = PP = il faut exprimer a; et a7 en fonction de a3
1 1 1 1
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Calcul des amplitudes

Conditions de raccordement en x=0 :

a1 +aj = as + aj 1 1 a1 (1 1 ao
ika; — tkay] = Kag — Kal o ik —ik) \a}) \K —K) \aj

Conditions de raccordement en x=L :

aseXL 4 ale KL — ggetkl

Kase™t — Kahe 8 = jkage™ "

1 1 el az\  arn (1
M Arx —-k)\ o e&L)\a,) T ik

Par la suite, nous allons etudier les coefficients de transmission et de reflexion :

Js _ las|” Ji_ e . / .
=0 T P et R = PP = il faut exprimer a; et a7 en fonction de a3
1 1 1 1

donc: [@1) _ i k1 1 1 ao
' ay) 2k \ik -1 K —-K as

as\ azel (e~ KL 0 K 1 1

a, ) 2K 0 el )\ K —1) ik
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Calcul des amplitudes

Conditions de raccordement en x=0 :

a1 +aj = as + aj 1 1 a1 (1 1 ao
ika; — tkay] = Kag — Kal o ik —ik) \a}) \K —K) \aj

Conditions de raccordement en x=L :

aseXL 4 ale KL — ggetkl

Kase™t — Kahe 8 = jkage™ "

1 1 el az\  arn (1
M Arx —-k)\ o e&L)\a,) T ik

Par la suite, nous allons etudier les coefficients de transmission et de reflexion :

Js _ las|” Ji_ e . / .
T = i lal et R = PP = il faut exprimer a; et a7 en fonction de a3
1 1 1 1
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Calcul des amplitudes

Conditions de raccordement en x=0 :

Conditions de raccordement en x=L:

Par la suite, nous allons etudier les coefficients de transmission et de reflexion :

Js _ las|” Ji_ e . / .
=0 T P et R = PP = il faut exprimer a; et a7 en fonction de a3
1 1 1 1
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Calcul des amplitudes

Conditions de raccordement en x=0 :

a1 +aj = as + aj 1 1 a1 (1 1 ao
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Calcul des amplitudes

Conditions de raccordement en x=0 :

/ /
ai + ay; = ag + Gy

ika; — ika;

— Ka2 — Ka/2

1
1k

1
—1k

) () =

1
K

) (

as
Ao

)

Conditions de raccordement en x=L :

aseXL 1 ale KL = gueikl
Kase™t — Kahe 8 = jkage™ "
1 1 el L 0 ao a1
ou (K —K) ( 0 e_KL> <a/2> — B ik

Par la suite, nous allons etudier les coefficients de transmission et de reflexion :

73 B |a3| B ]1 B ‘all‘Q : : / :
T'==—=_—setR="==—- il faut exprimer a; et a; en fonction de as
J1 ey J1 lay
aze’™ (K — ik)?eX L

L (K +ik)2e KL —
4ik K (K2 + k2)(e"*

)

<2@kK cosh(KL) + (k? — K?)sinh(KL)
(K? + k*)sinh(K L)

23

G_KL)

as sz

20k K

)

EEEEEEEEEEEEEEEEEEEEE
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Coefficients de Transmission et de Reflexion

Quelle est la probabilite qu’une particule puisse traverser la barriere !

Calculer les coefficients de transmission et de reflexion :

T#0 est typiquement quantique pour E<Vjy : Effet Tunnel
Comment varie T avec les differents parametres du probleme ?
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Coefficients de Transmission et de Reflexion

Quelle est la probabilite qu’une particule puisse traverser la barriere !

Calculer les coefficients de transmission et de reflexion :

Transmission : rapport entre courant initial et courant pour x>L
T g3 lasl|? 1
s 2 K2—k2)2 . 19
it a1l T cosh?(K L)+ < e sinh?(K'L)
On peut aisement montrer que le coefficient de reflexion vaut :
-/ /|2
a
R = ]—1 = (1 = 1 —I" (conservation du nombre de particules)
ji o laa]?

T#0 est typiquement quantique pour E<Vjy : Effet Tunnel
Comment varie T avec les differents parametres du probleme ?
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Coefficients de Transmission et de Reflexion

Quelle est la probabilite qu’une particule puisse traverser la barriere !

Calculer les coefficients de transmission et de reflexion :

Transmission : rapport entre courant initial et courant pour x>L
I3 _ az|© 1
o 2 2 K2—k2)2 . 192
i el cosh?(KL) + B 227 sinh?(K L)
On peut aisement montrer que le coefficient de reflexion vaut :
-/ /|2
a
R = ‘7—1 = (1 = 1 —I" (conservation du nombre de particules)
i Janl?

T+#0 est typiquement quantique pour E<Vjy : Effet Tunnel
Comment varie T avec les differents parametres du probleme ?

1 1
NB:T = —— = 5
L+ Upre sinh®(KL) 1+ g sinh® (K L)
. 16 (Vo) — E
Barriere large et/ou haute : T(KL > 1) ~ 0 (“;02 )e_QKL — 0
0
Longueur

Barriere fine et/ou faible : T(KL — 0) — 1 de pénétration :1/(2K)
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Coefficients de Transmission et de Reflexion

barriere ?

Quelle es{ Dans le cas des états de diffusion, il n’y a pas de

uantification de I’energie.
Calculer les co

Transmission : rapport entre courant initial et courant pour x>L
I3 _ az|© 1
o 2 2 K2—k2)2 . 192
i el cosh?(KL) + B 227 sinh?(K L)
On peut aisement montrer que le coefficient de reflexion vaut :
-/ /|2
a
R = ‘7—1 = (1 = 1 —I" (conservation du nombre de particules)
i Janl?

T+#0 est typiquement quantique pour E<Vjy : Effet Tunnel
Comment varie T avec les differents parametres du probleme ?

1 1
NB:T = —— = 5
L+ Upre sinh®(KL) 1+ g sinh® (K L)
. 16 (Vo) — E
Barriere large et/ou haute : T(KL > 1) ~ 0 (“;02 )e_QKL — 0
0
Longueur

Barriere fine et/ou faible : T(KL — 0) — 1 de pénétration :1/(2K)
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Propagation d’'un quanton (E<Vy)

Vo

Spectre en
energie

Position de
la barriere

1
Barriere | L > —
arriere large > K

1

Barriere fine: L —
arriere fine < e
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Propagation d’'un quanton (E<Vy)

1
Barriere | L > —
arriere large > K

1

Barriere fine: L —
arriere fine < e
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A parte : Microscope a Effet Tunnel

Structure d’'un microscope a effet tunnel :

Barreaux

_ , Piezoelectrique :
Piezoelectriques ~—

Controle de la position
par la tension appliquee
(deformation du materiau
en fonction de la tension)

Pointe

Echantillon

Principe de fonctionnement :

Potentiel percu par les électrons : Autant d’électrons peuvent passer

V de la pointe a I'echantillon que dans

i le sens inverse.
Pg_.p=Pp_g
, = Aucun signal
=
Echantillon Pointe
> X
0 L
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A parte : Microscope a Effet Tunnel

Structure d’'un microscope a effet tunnel :

Barreaux

_ , Piezoelectrique :
Piezoelectriques ~—

Controle de la position
par la tension appliquee
(deformation du materiau
en fonction de la tension)

Pointe

Echantillon

Principe de fonctionnement :

Potentiel percu par les électrons : Différence de Potentiel électrique
Vv 7 = Hauteurs de barriere

differentes
‘ — ! Pe_p>Pp_E
= Apparition d’'un courant
Balayage + Asservissement de ce

Echantillon Pointe courant par les piezoelectriques pour
déduire la hauteur de la surface.

0 L

Physique Quantique 2012-2013 26 -_l i l

ECOLE DES MINES DE NANTES



A parte : Microscope a Effet Tunnel

Structure d’'un microscope a effet tunnel :

Barreaux

T Riczoelectrique :
Piezoelectriques ~

Controle de la position
par la tension appliquee
(deformation du mateériau
en fonction de la tension)

Pointe

) pd
e

Echantillon

Principe de fonctionneme
Potentiel percgu par les ¢

Y E

T

de Potentiel electrique
eurs de barriere

rentes
~p > Pp_E

pparition d’'un courant
Asservissement de ce
Echantillon Pointe courant par les piézoélectriques pour
déduire la hauteur de la surface.

<
<

0 L
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Heterostructures et LED

© électron 2 "’ Iouo.sov !
® ot Io.nsov NN » cdps -
:___Jm\:ET___ Le monde Quantique
Michel Le Bellac
Bande de valence :
EDP Sciences
(a) (b)

Les depots de couche mono-atomiques successives sur un substrat, permet la fabrication
en laboratoire de structure de quelques dizaine de couches atomiques (comme arsénure de
gallium) prise en sandwich entre deux tranches de semi-conducteurs.

La couche GaAs se comporte comme un puit quantique que nous pouvons considerer
comme un puit carree, et ou les electrons vont se trouver dans des etats quantiques avec
de niveau d’energie discrets, et la transition entre eux genere des photons avec une
longueur d’onde, qu’aujourd’hui peut €tre ajusté a la demande.

Pour une profondeur du puit de | eV dans le GaAs et une épaisseur de |0 nm, combien
d’états quantiques sont possibles et quelle est les longueurs d’onde des photons émis!?

d_nd
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Heterostructures et LED
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Vibration d’'une moléecule diatomique

diatomic molecule

La constante k de potentiel harmonique autour de la position d’équilibre d’'une
molecule diatomique est de 1000 }J/m?2

Quelle est I'énergie du niveau fondamental?

A quelle tempeérature l'état de vibration de la molécule se trouve dans I'etat
fondamental?

Quel est la longueur du photon emis par la decroissance entre I'etats de vibration

1) = |0) ?

d_nd
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Chapitre llI+1V : Exercice

De la molecule dammoniac a la structure en bandes

Ammoniac : NH;3

Particularite : 'atome d’azote peut se trouver
d’'un cote ou de l'autre du plan
defini par les atomes d’hydrogene.

H \\\\\\\\
H 107° H

Potentiel pergu par I'atome d’azote :
En premiere approximation : Double Puits Carré Unidimensionnel

N4
Vo a : largeur des puits
2d : distance entre puits
Vo : hauteur des puits
b=-a+d) -d 0 d b=atd

Le potentiel doit etre symétrique par rapport au plan d’'H (x=0)

Physique Quantique 2012-2013 30 -_l i l

ECOLE DES MINES DE NANTES



Exercice : Cas Vop=+00

Forme du potentiel :
Juxtaposition de
2 puits infinis

> X

-(a+d) -d 0l d at+d
Fonctions d’ondes propres de I'Hamiltonien du systeme :

Trouver une autre base qui respecte la symetrie du probleme :
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Exercice : Cas Vop=+00

Forme du potentiel :
Juxtaposition de L
2 Puits inﬁnis ........... . ...' .J ....................................

-(a+d) -d 0l d a+d
Fonctions d’ondes propres de I'Hamiltonien du systeme :

La particule peut se trouver dans 'un des deux puits (gauche ou droit).
= Une base possible est : {|¢g, 4), |¥E, 4)} (F-O du puits simple)

Trouver une autre base qui respecte la symetrie du probleme :
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Exercice : Cas Vop=+00

. AV
Forme du potentiel :
Juxtaposition de o
2 Puits inﬁnis -—.--—.----:.----.:’. ----- .l.---.---.-.l ....... \ R ;l---.---.-..

||
...............

--._.‘l-__..[‘....._

-(a+d) -d 0l d a+d
Fonctions d’ondes propres de I'Hamiltonien du systeme :

> X

La particule peut se trouver dans 'un des deux puits (gauche ou droit).
= Une base possible est : {|¢g, 4), |¥E, 4)} (F-O du puits simple)

Trouver une autre base qui respecte la symetrie du probleme :
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Exercice : Cas Vop=+00

Forme du potentiel :
Juxtaposition de
2 puits infinis

> X

-(a+d) -d 0l d a+d
Fonctions d’ondes propres de I'Hamiltonien du systeme :

La particule peut se trouver dans I'un des deux puits (gauche ou droit).
= Une base possible est : {|{g, 4), |¢E;,q)} (F-O du puits simple)

Trouver une autre base qui respecte la symetrie du probleme :

VE,,q) et |¥E,,d) ne sont pas états propres de 'opérateur parite :
En revanche, la base {¥E,,s), |¥E, )} lest avec : Pli(z)) = [¢(~2))

‘wEi,s/a> — f

([VE; ) T VB, 4))
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Exercice : Cas Vop=+00

Forme du potentiel :
Juxtaposition de L L
2 Puits inﬁnis ........... . .... .J .......... L °... ..l ..........

-(a+d) -d 0l d a+d
Fonctions d’ondes propres de I'Hamiltonien du systeme :

La particule peut se trouver dans I'un des deux puits (gauche ou droit).
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Trouver une autre base qui respecte la symetrie du probleme :
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Exercice : Cas Vop=+00

. AV
Forme du potentiel :
Juxtaposition de o el e,
. . . 4 A . ‘. e N
2 puits infinis Sitatiienl S R e N

........_,...._...‘ -l.....- "HT; ...... ";[.......,._....

-(a+d) -d 0l d a+d
Fonctions d’ondes propres de I'Hamiltonien du systeme :

> X

La particule peut se trouver dans 'un des deux puits (gauche ou droit).
= Une base possible est : {|{g, 4), |¢E;,q)} (F-O du puits simple)

Trouver une autre base qui respecte la symetrie du probleme :

VE,,q) et |¥E,,d) ne sont pas états propres de 'opérateur parite :
En revanche, la base {¥E,,s), |¥E, )} lest avec : Pli(z)) = [¢(~2))

‘wEi,s/a> — f

([VE; ) T VB, 4))
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Exercice : Cas Vop=+00

Forme du potentiel :

Juxtaposition de
2 puits infinis

oM oW, W T m, T ‘.

‘

) 2

Nee ¢

o W Fo“

S

........_,...._...‘ -].....- “HT.‘.~ ...... ";[.......,.-....

> X

-(a+d) -d 0l d a+d

Fonctions d’ondes propres de I'Hamiltonien du systeme :

La particule peut se trouver dans 'un des deux puits (gauche ou droit).

= Une base possible est : {|{g, 4), |¢E;,q)} (F-O du puits simple)

Trouver une autre base qui respecte la symetrie du probleme :
VE,,q) et |¥E,,d) ne sont pas états propres de 'opérateur parite :
En revanche, la base {¥E;,s), |¥E;,a) } lest avec : Ply(@)) = [¢(=2))

wEi,s a> — (WE i > -+ |¢Ez,d>)
/ \/’ g
(Les états d’énergie sont dégénérés d'ordre 2 : EY = Ef et E5 = E,f’“)

ECOLE DES MINES DE NANTES

Physique Quantique 2012-2013 31



Exercice : Cas Vo=+ (suite)

Pourquoi la distance entre les deux puits n’intervient pas ?

Quelle est la probabilite de mesurer une particule dans I'un des deux puits ?

Une fois cette mesure faite, que donne une mesure ulterieure ? Expliquer.
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Exercice : Cas Vo=+ (suite)

Pourquoi la distance entre les deux puits n’intervient pas ?

Parce que les fonctions d’onde sont rigoureusement nulles pour -d<x<d
Pas de fonction d’onde de type évanescente.

Quelle est la probabilite de mesurer une particule dans I'un des deux puits ?

Une fois cette mesure faite, que donne une mesure ulterieure ? Expliquer.
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Exercice : Cas Vo=+ (suite)

Pourquoi la distance entre les deux puits n’intervient pas ?

Parce que les fonctions d’onde sont rigoureusement nulles pour -d<x<d
Pas de fonction d’onde de type évanescente.

Quelle est la probabilite de mesurer une particule dans I'un des deux puits ?

1 |
Fonction d’onde la plus générale : [¢) = —= (|¢g, 4) + 629!¢Ei,d>)

V2
V) =1/2

° ° ’ ° ° V' 4 o 7 ’ N\ . .
car aucune position n’est privilégiée d'ou : P, 4 = (4.4

Une fois cette mesure faite, que donne une mesure ulterieure ? Expliquer.
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Exercice : Cas Vo=+ (suite)

Pourquoi la distance entre les deux puits n’intervient pas ?

Parce que les fonctions d’onde sont rigoureusement nulles pour -d<x<d
Pas de fonction d’onde de type évanescente.

Quelle est la probabilite de mesurer une particule dans I'un des deux puits ?

1 |
Fonction d’onde la plus générale : [¢) = —= (|¢g, 4) + €ze’¢Ei,d>)

V2
P)* =1/2

° ° ’ ° ° V' 4 o 7 ’ N\ . .
car aucune position n’est privilégiée d'ou : P, 4 = (4.4

Une fois cette mesure faite, que donne une mesure ulterieure ? Expliquer.

D’apres le 5eme postulat, la fonction d’onde est reduite apres la mesure :

) — |¢g>0u q)

= Une fois la particule mesuree dans un puits, elle y reste.

Raison : la fonction d’onde est nulle en dehors du puits
car le potentiel entre les 2 puits est infini donc
aucun effet tunnel ne peut se produire.
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Puits de Potentiel finis

\4
Trouver les etats propres |

de I'Hamiltonien en prenant Vo
en compte la symetrie du
systeme : @y @y @ ®) 3)
F-O symetriques ou
anti-symetriques

> X

b=-(a+d) -d 0 d b=a+d
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Puits de Potentiel finis

4 AV
Trouver les etats propres

de ’Hamiltonien en prenant Vo
en compte la symetrie du
systeme : @y 2y @ ®) 3)
F-O symetriques ou
anti-symetriques

b=-(a+d) -d 0 d b=atd

Comme nous I'avons de]a vu dans les cas précédents :

PE1(T) = aler aye *° g V2mE

! _ —ikx h
r) = a2e™® + dle avec

pE2(T) = 2 x V2m(Vy — E)

pr3(r) =aze” K = 2
Suivant la parité de la fonction d’onde, nous pouvons écrire :

©E1(T) = ascosh(Kx) ng’l( r) = a, sinh(Kx)

SOSE,Z(x) _ s zkw _|_a/28 —ikx SpaE,2(:E) _ ag 1kx + a/a, —i1kx

vpa(T) = aéfe_K‘” Pps(x) = af'e 7
avec évidemment : ¢ ;(—7) = ¢ ;(7) et ¢f;(—x) = —p% ;(z)
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Puits de Potentiel finis : Quantification (1/3)

Dans le cas des fonctions d’'onde symetriques, trouvez la relation de quantification
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Puits de Potentiel finis : Quantification (1/3)

Dans le cas des fonctions d’'onde symetriques, trouvez la relation de quantification

Conditions de raccordement en x=d :
as cosh(Kd) = aje’™ 4 a/fe™ "

Kagsinh(Kd) = ik ( s pikd _ aése—zkd)
. cosh(Kd) \ (1 1 pikd 0 ”
ou S\VK Slnh(Kd) - \ik —ik 0 e—ikd a/23

Conditions de raccordement en x=b :
a/g 1kb + &,28 —1kb _ CL3€ — Kb
ik ( S zkb . CL’QSG_Zkb) _ —KCL3€_Kb

1 1 ekt 0 as wp [ 1
ou (zk —z’k) ( 0 e—ikb> (w;) = aze K

cosh(Kd))> _ ase K ( cos(ka) +

= sin(ka)
K sinh(Kd

K
Nous en déduisons que : a; ( ksin(ka) — K cos(ka)

Donc la relation de quantification pour les etats pairs est :
4 )
K ktan(ka) — K

— tanh(Kd) =
anh( K d) k+ K tan(ka)

k

\_
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Puits de Potentiel finis : Quantification (2/3)

Faire de méme pour les fonctions d’onde anti-symétriques :

Etudiez le cas ou Kd=0:
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Puits de Potentiel finis : Quantification (2/3)

Faire de méme pour les fonctions d’onde anti-symétriques :

Conditions de raccordement en x=d :
aq sinh(Kd) = age ikd alde —ikd
Ka, cosh(Kd) = ik ( agikd _ aéae—zkd)

sinh(Kd) \ (1 1 ettd () as
U %a\ Keosh(Kd)) ~ \ik —ik)\ 0 eikd) \ gl

= il suffit d’intervertir cosh et sinh d’ou la relation de quantification :

"k k+ K tan(ka)

— tanh(Kd) =
K anh( K d) ktan(ka) — K

\_ J

Etudiez le cas ou Kd=0:
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Puits de Potentiel finis : Quantification (2/3)

-aire de méme pour les fonctions d’onde anti-symetriques :

Conditions de raccordement en x=d :
aq sinh(Kd) = age ikd alde —ikd
Ka, cosh(Kd) = ik (age’™ — alte™" )

sinh(Kd) \ (1 1 ettd () as
U %a\ Keosh(Kd)) ~ \ik —ik)\ 0 eikd) \ gl

= il suffit d’intervertir cosh et sinh d’ou la relation de quantification :

"k k+ K tan(ka)

— tanh(Kd) =
K anh( K d) ktan(ka) — K

\_ J

Etudiez le cas ou Kd=0:

Les relations de quantification deviennent :

??;é?gg)::[ik = Celles d’un puits carre de largeur 2a

Normal car dans ce cas, la barriere de potentiel centrale devient transparente
(cf. Effet Tunnel). Donc, Kd=0 equivaut a eliminer du probleme la zone -d<x<d
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Puits de Potentiel finis : Quantification (3/3)

Etudiez le cas ou Kd=+o :

Forme des fonctions d’onde :
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Puits de Potentiel finis : Quantification (3/3)

Etudiez le cas ou Kd=+o :

Les relations de quantification deviennent toutes les deux :
tan(ka) = 2k 2tan(ka/2) 2 relations de quantification
k* — K2 1—tan®(ka/2) d’un puits de largeur a.
= Les niveaux d’energie ont un degre de degenerescence de 2,
c’est-a-dire equivalent au double puits infini.
Normal car Kd=+ signifie que la barriere de potentiel centrale est

infranchissable (longueur de penétration << distance entre puits).

~orme des fonctions d’onde :
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Spectre en energie

La resolution des relations de quantification donne le solutions suivantes :
Parite positive (F-O symetriques)  Parite negative (F-O anti-symetriques)

EE
N e ., Les etats symetriques
O e S _ 8 .
S Y sont plus liants que les
S o états anti-symétriques.
() - 8
3% —

— -U
= - T _ <.
n = o

— n .

5 — 5 Le rapprochement des puits
1 : N\ V 4 4 V 4
- o('.; leve la dégenerescence
c -
:) I E——————t S ( 2| )
O b T T ®

10° 107 10" d
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Spectre en energie

La resolution des relations de quantification donne le solutions suivantes :

Parite positive (F-O symetriques)

v £ | T %
) — — U
(@) —— rmimimrmmmrmimrmimrmrmre B e emmmrermimimam (D
Py — (@]
R — ‘:Sr
3 m
= o
s £ T =
5 3
m _'; S D ED 1 Dt e e AT 65 rmsAtmim L W —_—
— eV
=l 5
o e I et e bt T T (0 0]
2 | :
:) L — =
N = Y I &
10-3 10'2 10-1

Parite negative (F-O anti-symetriques)

Les états symetriques
sont plus liants que les
etats anti-symetriques.

Le rapprochement des puits

leve la degenérescence
(2=1).

Spectre en énergie des électrons dans un cristal : 2 — AN, puits
Les niveaux discrets sont tellement rapproches qu’ils sont considéres

Physique

comme continus.

Apparition d’'un structure en bandes permises et interdites
= metaux, isolants et semi-conducteurs.
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Spectre en energie

La resolution des relations de quantification donne le solutions suivantes :
Parite positive (F-O symetriques)  Parite negative (F-O anti-symetriques)

E-
—Bandes permises

© = NN ., Les états symétriques
0 1 '(Ug s,ont plus. Ilants, que les
'(:g’ Bandes interdites § etats anti-symetriques.
e e & A E
& T e
=) 5 Le rapprochement des puits
@ _ NS a °§ leve la dégénerescence
5 R M

Spectre en énergie des électrons dans un cristal : 2 — AN, puits
Les niveaux discrets sont tellement rapproches qu’ils sont considéres
comme continus.
Apparition d’un structure en bandes permises et interdites
= meétaux, isolants et semi-conducteurs. —
Physique Quantique 2012-2013 37 -_l i l

ECOLE DES MINES DE NANTES



Evolution temporelle

A t=0, 'atome d’azote est mesure dans le puits de gauche. Quel sera le
resultat de la mesure de sa position pour t>0 ?
Indication : AE=F, — E, ~0,1meV < kgT ~ 25meV
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Evolution temporelle

A t=0, 'atome d’azote est mesure dans le puits de gauche. Quel sera le
resultat de la mesure de sa position pour t>0 ?
Indication : AE =FE, — E, ~0,1meV < kgT ~ 25meV

Les états propres de 'Hamiltonien sont |¥'E,) et |VE, ). Or les états propres
de la mesure de la position sont |%g) et Ya).
D’apres l'indication et le cas du double puits infini, nous pouvons écrire :

Bt = 0)) = [1hg) = —= (¥,) + [¥E. )

V2
Léquation de Schrodinger donne :

o) ih (0AL(1) DA4(t)
ih—— :ﬁ< 5 VE,) + =y |¢Ea>>

— Hy(t)) = % (As(t)Es|p,) + Aa(t)Eal¥s,))
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Evolution temporelle

A t=0, 'atome d’azote est mesure dans le puits de gauche. Quel sera le
resultat de la mesure de sa position pour t>0 ?
Indication : AE =FE, — E, ~0,1meV < kgT ~ 25meV

Les états propres de 'Hamiltonien sont |¥'E,) et |VE, ). Or les états propres
de la mesure de la position sont |%g) et Ya).
D’apres l'indication et le cas du double puits infini, nous pouvons écrire :

it = 0)) = i) = = (Wom) + )
Léquation de Schrodinger donne :

() = s (7 ) + e M, )
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Evolution temporelle

A t=0, 'atome d’azote est mesure dans le puits de gauche. Quel sera le
resultat de la mesure de sa position pour t>0 ?
Indication : AE =FE, — E, ~0,1meV < kgT ~ 25meV

Les états propres de 'Hamiltonien sont |¥'E,) et |VE, ). Or les états propres
de la mesure de la position sont |%g) et Ya).
D’apres l'indication et le cas du double puits infini, nous pouvons écrire :

it = 0)) = i) = = (Wom) + )
Léquation de Schrodinger donne :

() = s (7 ) + e M, )

Dans la base des etats propres de position :

(1)) = e~ i E+E @R) o5t ah, ) + i sin(wt)[1ba)] avee w = AFE

2h
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Evolution temporelle

A t=0, 'atome d’azote est mesure dans le puits de gauche. Quel sera le
resultat de la mesure de sa position pour t>0 ?
Indication : AE =FE, — E, ~0,1meV < kgT ~ 25meV

Les états propres de 'Hamiltonien sont |¥'E,) et |VE, ). Or les états propres
de la mesure de la position sont |%g) et Ya).
D’apres l'indication et le cas du double puits infini, nous pouvons écrire :

it = 0)) = i) = = (Wom) + )
Léquation de Schrodinger donne :

() = s (7 ) + e M, )

Dans la base des etats propres de position :
P(2)) = e { Pt Bt/ (P [eog(wi)|ihy ) + i sin(wt)|1hg)] avee w =

d'oil Py (t) = | (b, [1:(1)]? = cos?(wt)

= I'atome d’azote oscille d’'un cote a l'autre du plan des 3 H
avec une frequence v ~ 24GHz

AFE
2h
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