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INTRODUCTION: EXPERIENCE DE STERN & GERLACH (1922)

Classical
prediction What was

champ magnétique inhomogéne actually observed Yoy Stoms
Fort gradient selon z (— » — 0B a—B) = Force magnétique M /
sur les moments i des atomes d Ag: Y
N
F=7(i.F) =, L2
b bz 0z * Furnace
Observations: 2 taches symétriques dont la 5 |

séparation est proportionnelle a B

Principe: Faisceau d’atomes d’Ag traverse un

Inhomogeneous
magnetic field

= 2 valeurs possibles pour la composante z
du moment magnétique des atomes d’Ag:

Uy = xu

? ‘." i ’4}%,' 3 ;‘-'. X,

Systéme a deux états,

Contradiction avec les prédictions classiques d’une Le moment magnétique est quantifié
deviation continue des atomes
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INTRODUCTION: EFFET ZEEMAN (1896)

Levée de dégénérescence des raies L0 Ly200mm  L=e50mm
y . CDC-Camera 1 |_screen with [1-Analyser i » "—Iris dia- Cd-sp.
spectrales d’'une source lumineuse (Cd, Hg) | scate ool o | e
4 Z alon lr
placée dans un champ magnétique L | - /////
|
B =0 B+#0 \ |
v I J v ‘J’ drilled
L l l l 1 l pole -shoes
(80) (73) (68) (45) (39) (33)  (25) (20) rotating

table

* B+#0 : Apparition dun nombre impaire de raies
correspondant aux difféerentes transitions permises suivant
I'orientation du moment magnétique:

L - B=0 B>0 my
Emag = —u.B 2
; J=2 ",_':—‘ 1
AE = AE, + ugB D, L
“ >
Magnéton de Bohr
- . . eh A = 644 nm

 B=0 : les transitions énergetiques U = —
n‘’émettent qu’'une seule raie Ilumineuse 2m ’
indépendamment de I'orientation du moment Quantification du Ip, 0
cinétique: Ati 4= -1

: AE E £ hC moment magnetique
0= fz2 7 1 =AY en unité de ug o | T o

Amy = -1 Amy= 0 Amy=+1
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INTRODUCTION: EFFET EINSTEIN-DE-HAAS (1910)

Preuve expérimentale du lien entre moment cinétique (J) et moment magnétique ()

Mise en rotation d’'un cylindre ferromagnétique suspendu par une variation de champ magnétique extérieur

[ =
https://www.youtube.com/watch?v=qFKWOPHhXcY

Retournement de I'aimantation du cylindre sous I'effet du champ

+ E=) Rotation du ala compensation du
Conservation du moment cinétique totale: J; = 0 = J,o¢ + Jimagn moment cinétique induit des électrons
. Jrot = _]magn
. i Rapport gyromagnétique:
]magn - - ge La réciproque a aussi été démontreé:
yV — V= m Aimantation d’un matériau ferromagnétique

par rotation mécanique (effet Barnett)
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MOMENT CINETIQUE EN MQ (définition)

Mécanique classique:

Moment cinétique d’'une particule d’'impulsion p(t) localisé en 7(t):

Mécanique quantique: Le moment cinétique
orbital s’obtient en remplacant 7(t) et p(t) par les

opérateurs correspondant R(t) et P(t) = —ihV :

Opérateur associé a la norme du moment cinétique: L?

Relations de commutation:

L. L,] =[98, — 2By, 2, — 2B,] = iAL,

De méme [f,y, f,z] = ihL, et [Zz, ix] = ith
Conséquences:

Les opérateurs Ly, L,, L, ne commutent pas entre eux:

* ils ne possédent pas de bases propres communes

* |l estimpossible de mesurer précisément les
differentes composantes du moment cinétiques
simultanément: 6L, 6L, > %|([Ex L) = g(iz)

IIMT At“,anﬂquel UEE — Mécanique Quantigue — Moment Cinétique
Bretagne-Pays de la Loire
Ecole Mines-Télécom

Yp: — ZPy\ - L1
L:fx,;=<sz—xpz>
wy, —ype)
52 _ 50
yaz Zay Zx
-~ ~ ~ ~ — Aa ,\6 _ ~
L=RXP=—ihR XV = —ih Z——Xo |= Ey
~ 9 .0 L
~ X——9y— z
— 712 2 2 i) 0
=12 +12+12 y 7o

En résumeé: Un opérateur de moment

cinétique j doit satisfaire les relations de
commutations

X J=ihj



m={—j,—j+1,..,i—1,j :
L {—J,—J Jj J} ]
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ETATS PROPRES D’UN OPERATEUR j

Propriété: : Démo:
Soit j un opérateur de moment cinétique, : [PLI=E+BEL
lopérateur J?> commute avec chacune des = V&I + Iy Uy Tl + Uy Jxliy + Jola Ji] + U e

composantes [y, fy, J, =ih (yJz +J2ly) + ih Uofy +Jy)2)

Conséguence:

* |l possible de mesurer précisément et simultanément la norme du moment cinétique et une des ces
composantes au choix (mais pas les trois simultanés).

« Par convention, on choisit une base propre commune entre J? et la composantes J, pour définir un état.

Théoréme: | Jz,
Les états propres d’un opérateur de moment cinétique j | _
notés |j, m > doivent satisfaire les propriétés suivantes: e J
. . . I %
« JPlim)=jG+ 1) h? |j,m) : ;
> - - y
* J:ljim)=mh|j,m) I Jx
Avec j entier ou demi-entier: j = 21,22, etc... | _ m
2 2 6 = arccos( )
I

ViG+1D

< J,> toujours strictement inférieur a </J2>

et m peut prendre 2j+1 valeurs —j < m < j telles que:

A nd
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DEMONSTRATION DES ETATS PROPRES DE J2 et J (i)

« On considére une base commune pour les états propres de J?> et J, notés |a,B) ayant
respectivement pour valeurs propres ah? et Bh :

J? |a, B) = ah?|a, B) (a, B) € Csans dimensions, tels tous les
~ _ états propres soient orthogonaux:
J. la, B) = Bhla, B) (@, B'|et, B) = SaerBpp:

* On introduit les opérateurs d’échelle comme dans le cas de 'oscillateur harmonique:
Ji=J.ti], tels que 7x=§0++7_>,7y=21i(7+—7_)

On a les relations de commutation: [J2,7;|=0; [J..J_| =2 #],; |, J+] =

~A A

Et on observe les expressions: J_J, =J* —J>—n],; J.J-=J* —J* + hiz

i« Comment les opérateurs d’échelle agissent sur les états propres |a, > ?

J. Gela.B)) = (JoJ, £ #2) |, B) = (B £ DR ].|a, B) J:la, B > état propre de J, et J? avec valeurs
A L ~ - propres (B + 1)h et ah? respectivement
J2 (Js | BY) =J.J? la, B) = ah? ] . |a, B)

IIMT At“,anﬂquel UEE — Mécanique Quantigue — Moment Cinétique
Bretagne-Pays de la Loire
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DEMONSTRATION DES ETATS PROPRES DE J2 et J (ii)

* f possede des limites supérieure B4« €t inférieure B,,in telles que:
]+|arﬁmax>= 0 et ]—la;ﬁmin>: 0,

avec un nombre entier n d’application de J, pour passer de Bmax & Bmin

Demo:  0< (a,B|(J2+7]%)|aB)= (aB|(J* —J?)|aB) = h*(a—B?) =) a = B>

0 =j_j+|a'ﬁmax> - 02 _73 a hjl) @, Bnax) = (@ — ﬁz - ﬁ)hz => @ = Bmax(Bmax +1) } - ﬁ
0= j+j—|ajﬁmin> = 02 _jg + hjz) |, Bmin) = (@ — ﬁz + ﬁ)hz => a = Bmin(Bmin — 1) e e

- . n
Conclusion: Bmax = Pmin t 1 ‘ Bmax = —Bmin = 2

On note par convention B,,4x = j €St entier ou demi-entier suivant la parité de n.
2j + 1 correspond aux nombre d’états possibles pour J,,
et —j < B = m < j traduit la projection sur I'axe z de j.

Les états propres d’'un opérateur de J?lj,m) = j(j + 1) A? |j, m) j=3 %2 etc..
moment cinétique j notés |j, m) vérifient: 7,lj,m) = m #[j, m) m={—j,—j+1,..,j—1,j}
(cqfd)

IMT Atlantique UEE — Mécanique Quantiqgue — Moment Cinétique
Bretagne-Pays de la Loire
Ecole Mines-Télécom



PAGE 11

PROJECTION de J,J,J, ET REPRESENTATION MATRICIELLE

. Les états propres d’un opérateur de moment cinétique j notés |j, m) vérifient

Jilim) = €y i m £ 1)
Par ailleurs: |C},,| 2 = (G,m|J1], lim) = (,m|]_], ljm) = (m|J* —J2 = h],ljm)=(jG + 1) —m@m + 1)) h?
Et 1Ciml 2 = GmIJL]_ |jym) = (,m|]J_ |jym)=(,m|]]* —]; +n],|jm)=(j§+1) —m@m— 1)) h?

- Les projection de f,sur la base propre |j, m) donne: J,|j,m) = h\/((/ Fm)G+tm+1))|jmt1)

Conséquences:

o« Jelim) = +7)lm) =3 <\/((]'—m)(i+m+ 1) |j,m + 1) +J(U+m)0—m+ 1) |j,m— 1>>

. 7y|i,m>=§(i+—i_)li.m>=£(\/((j—m)(/+m+1)) |j,m+1)—\/((i+m)(i—m+1)) |j,m—1)>

Jz
Les valeurs moyennes (J,) et (J,) sont nulles:  (j, m|J,|j,m) = (j, m|],|j,m) =0
- précession autour de la direction d’équilibre - 5
- pas d’info sur la phase de J & un instant donné -

e o
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REPRESENTATION MATRICIELLE : j=1

Ecrire les matrices représentant les opérateurs j* , J, , J+, I , J, dans la base propre commune & J?
et J,. Vérifier que J3 = #%],, etque J3 = 0.

Pour j = 1, trois valeurs possibles pour m: —1, 0, +1.
Les états propres communs a J? et J, sont: |1, —1), |1,0), |1,1)
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REPRESENTATION MATRICIELLE : j=1

Ecrire les matrices représentant les opérateurs j* , J, , J+, I , J, dans la base propre commune & J?
et J,. Vérifier que J3 = #%],, et que J3 = 0.

Pour j = 1, trois valeurs possibles pour m: —1, 0, +1.
Les états propres communs a J? et J, sont: |1, —1), |1,0), |1,1)

1 0 0 ) ) -1 0 0
« J2ljm)=j(+1) A% |j,m) mmm) i2=2h2<0 1 0) + J.lim)=m#|jm) o= lz:h<o 0 o)
00 1 0 0 1

. . 0 0 0 . 0 V2 0
. ji|j,m)=h\/((j$m)(jim+1))|j,mi1) ‘ j,=nr|lv2 0 0] et j_=hlog o V2
0 0 0

0 2 0
[0 NV
~ . , ] N ] ; . ix:_ \/E 0 \/E
1x|1,m>=ﬁ( G-mG+m+1) [m+ 1)+ [(G+m)(G-m+1) |1,m—1>) 2
(JG=mG+m+ D) fm+ 1+ (G +m ) SR
Ty _h . . . N . N
Jylim) = (\/((} m)(j+m+1)) [jm+1) \/((]+m)(] m+1)) |jm 1)> h 0 —v3 0
]y_z \/E 0 _\/E
0 2 0
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MOMENT CINETIQUE ORBITAL - HARMONIQUES SPHERIQUES (i)

On se place en coordonnées sphériques et on B2 m) = (1 + 1) 72 |1, m) Iy
considere la base propre |l,m) commune aux 2 ’
, sy = L o L,|Lm)=mh|l,m)
opérateurs L- et L, du moment cinétique orbital L :
L=RXP=—IRhR XV 194 Lh(smqb +cot6cosq§a¢) x
(Vr9¢:%ﬁr+%%ﬁe+rsiln9%ﬁ¢) - Kl 0
1 L,= —ih(coscp%—cote sinqb%)
L 12 o 1 0. 0 1 9 1 92
= —i —Usy — — —Uu T o 3 0 T2 _ _ 52 g -
0 ? sin@ap ° L, =—-in53 et L =-h (sin966 (Smeae) t ino a¢2)

L ne dépend que de (6, ¢)
et L, que de (¢)

=

z:zYl,m(g: ¢) = m hYl,m(gr (;b) ‘

Y., () doit étre 2m-périodique, P,,(¢p

Etcommem ={-,-l+1,..,1—1,1}, ldoita

A nd
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séparation des variables
pour la fonction d’'onde

Yl,m(e: ¢) = Gl,m(e)lpm(gb)

¢m+ T =0 = Yn() =Ae™?

Normalizing condition:
fo d¢|7~/)m|2 =1 = A=

51
3

+2m) =¢P,,(p) > mEN

ussi étre entier

Om(0)e™?

Ylm(e ¢) _\/_—

UEE — Mécanique Quantique — Moment Cinétique
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MOMENT CINETIQUE ORBITAL - HARMONIQUES SPHERIQUES (ii)

—_—

Equation de Legendre

Yim(6,¢) = ®lm(9)elm¢
i L 4 (ne®m) y (10e 1= Ve, =0
2w, =21+ 1) ¥, sinedo \°>"Y "ap U+ 1) = —p | O =
Solutions sous forme de m) jml glm
©;,(0)=C,,, PP’ (cosO P (X) = (1—X2)2 P(X
polyndmes de Legendre P (X) tm(8) = Cim B (c0s 6) r )= )2 o PX)
l
avec P,(x) = Zli“ %(x2 —1)!

Condition de normalisation (I’,m’ |l, m) = 83,8 mm:
Cim 2141 (1-m)!
frdef; d¢'l i |P(m)(c059)| =1 > (= (-Diml 222 e

Conclusion: Fonctions d’onde propres communes a
L? et L, sous forme d’harmoniques sphériques

20+ 1(l—m)!

G (cos) e

Yim(6,¢) = (—1)’”\/

(leN,etm={-[,-1l+1,..,1-1,1})
Nombre impaire d’états liés au moment cinétique orbital

A nd
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PP0) =1
Pl(o)(x) = cos0 ; Pl(l)(x) =sinf 5
PZ(O)(x) = %(3C0529 -1); Pz(l)(x) = %sin 20 ; PZ(Z)(x) = 3sin%6

D f th levels (cf TD2
egeneracy of the energy levels (c ] )
“ va'X

¢
¥ 9 o

=0 (s)

=1 (p)

4o 00 ©
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NECESSITE D’UN MOMENT CINETIQUE SUPPLEMENTAIRE

Expérience de Stern & Gerlach (1922)

2 taches symeétriques dont la séparation est o« B
Systeme a deux états

Classical
rediction
P What was Silver atoms
}L actually observed
X
JI
\d
& Furnace

Inhomogeneous
magnetic field

Effet Zeeman « anormal »
Nombres pairs de raies sous champ B

(@) w5 %3 () ]
P S U S 1.5 o
L S

N A A 70'?
x ~ b 15
L |
T [ |
AF1

0.1
L | | |
AM1 AMFHL 0.0 J
pha

0.2

<[
|

%)
7N

Line-strength factor

o
Lo
3

N 15 0 P(2.5)]

0 . .

» 1867.14 1867.20 1867.26 1867.32
Wavenumber [cm’']

‘ incompatible avec un nombre impaire d’états issus du moment cinétique orbital

Nécessité d’introduire un nouveau moment cinétique propre a chaque
particule, le spin S, en plus de leur moment cinétique orbital.

- L'origine du spin est purement quantique et ne z S
dépend pas des coordonnées d’espace. :

- Facteur g, = 2 supplémentaire dans le rapport
gyromagnétique de I'électron e o |
Hs = —3s ﬁs |

A nd
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Postulat de Goudsmit
and Uhlenbeck (1925)

Valeur demi-entiére du spin pour I'électron, proton

1
et neutron (SZE)'

h

= h
S, admet deux valeurs propres +3 et —3

Le photon aussi possede un spin S=1
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DESCRIPTION THEORIQUE - MATRICES DE PAULI

Contrairement au moment orbital L, le moment cinétique de spin S ne peut pas étre décrit par un opérateur différentiel
(ne dépend pas des coordonnées d’espace). Le spin est représenté par un opérateur vectoriel § = (S, S,.S,) dontles
composantes Vvérifient les méme relations de commutation: [§x,§y] = ihS; ) [S},.S}] = ihfx ) [S}, S}] = ihSAy

De méme, §? et §, commutent, et ont une base propre commune |s, m,) dans laquelle:

S?|s,mg)=s(s+1) A% |smg) ; S,|s,mg)=mih|s,m,) telque mg={-s,—s+1,..,5s—1,5}

et S.|s,my) = h\/(s(s +1) —mg(ms+ 1)) |s,mg + 1) avec §,.=5,+i§,

Dans le cas d’un systeme de spin-1/2 | s = %,ms = i%> on utilise les notations | +) pour les deux états propres |%, i%}

qui correspondent aux vecteurs 2D (spineur): | +) = ((1)) et|—)= (2) et on décrit les opérateurs S, a partir des
matrices de Pauli o:

O, = ((1) (1)) oy = ((l) _Ol) o, = ((1) _01) telque | Sk = gak

qui vérifient les propriétés: (i) o7 = ((1) 2) (i) oyo+a0, =0 (j# k) (iil) [6,6¢] = 2056,

Rg: Comme S ne dépend pas des coordonnées d’espace, il
commute avec les opérateurs #, p, L , et la fonction d’onde
totale et le produit d’'un terme spatial et un terme de spin

A nd
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* [gj'?k] = [gj;ﬁk] = [gj»ik] =0 (Glk=m&y2

y kIJn,l,m,s,ms(F) = lpn,l,m(?) |s, ms)
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PREPARATION D’UN ETAT DE SPIN et MESURE DE SPIN

On suppose qu’un état de spin est arbitrairement préparé dans la direction U = sin 6 cos ¢ U, + sin 6 sin ¢ U, + cos 6 U,
L’opérateur S,, associé a cet état de spin s’écrit dans la base proprede S, {|+),| —)}:

z

Iy A — —~ —~ — h . —i(l)
Sy,=8S.u= sin@coscpsx+sianin¢Sy+c056?Sz=E< .coaseid) smBeB )
sinfe — cos

. o —i? .6 ®
Les états propres de S, s’écrivent: | +)y, = cos-e 2| +) + smzelz | —)

.6 ¢ 6 ®
|—)u=—sm§e Z|+) + cosze2|—)

Mesure de spin: §1 |l u (u € (x0z)) - un seul état de spin | +),, conservé aprés P1 > §2 | U,
(Stern et Gerlach)

1) Qu’est qu’on observe sur I'écran P,?
2) Quel est le résultat de la mesure de S,.?
3) Quelles sont les probabilités associées
aux differentes mesures de S,
4) Quel est la valeur moyenne de (S,)?

A nd
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MESURE DE SPIN - EXP° STERN et GERLACH

Mesure de spin: §1 Il u (i € (x0z), ¢ =m) - un seul état de spin | +),, conservé aprés P1 > §2 | U,

1) Qu’est qu’'on observe sur I'écran P,? - deux taches d’intensité différente

2) Quel est le résultat
de la mesure de S,.?

> S, =13

3) Quelles sont les probabilités associées aux différentes mesures de S,.? (on doit avoir 2 (+3) + (-3) = 1)

Apres P,, les particules sont dans I'état | +), = —icosg| +) + ising| -).

Les probabilités associés aux mesures ig correspondant aux états | +), = %ﬂ +)+|-)):

0 2
h 2 1 1)/[icosy ,(0 ™ AN Y A
?(+E>_|x<+|+>u| = <ﬁ \/—E> g || =cos <E+Z> ?( 2>_|x< | +),|” = sin >+2
lSlnE
4) Quel est la valeur moyenne de (S,)? _ 0 2\/-icos?
§ (Sx)=u(+|5x| +)u=(—icos2 ising) " 2 2)=-sin6
2 #\3 0)\ isin; 2

.M!t,!iquel UEE — Mécanique Quantigue — Moment Cinétique

Bretagne-Pays de la Loire
Ecole Mines-Télécom
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PRECESSION LARMOR (i)

A toute particule possédant un spin S est associé un moment magnétique proportionnel a S: 4 §
fs = yS (y=rapport gyromagnétique) <>
En présence d’'un champ magnétique B, le moment magnétique de la particule est soumis a | [ Hs X B
un couple jig X B qui lui impose un mouvement de précession. L'énergie associée a ce o ﬁs
couple est donné par: E; = —fi,.B = —yS.B
On considéere une particule de spin ¥2 au repos dans un état de spin quelconque
P ¢ N
[Y(0)), = cos%e_‘fl +) + singe‘ﬂ —) en présence d’'un champ magnétique B = B, 1, a t=0. E_
, e : i o pa _ o h(l 0
L'Hamiltonien lié a la particule s’écrit: H = —yB,S, = —yB, > (0 _1) )/\[\/\/. hw,
Dont les valeurs propres sont E, = +yB, g On note w, = yB, la fréquence de Larmor qui E,
correspond aux transitions entre les deux états E.. Comme I'Hamiltonien est indépendant du temps,
I'équation de Schrodinger s’écrit: ih%ﬁm = H|y(b)).
: : : o 6 _i® _iE+t .6 @& _E-t
A un instant t, la fonction d’onde s’écrit: |y (t)) = cosce ze " h | +) + sin—eze " h | —)
(7] _iw 7] iM G(t) = 00 = Cte
= —_ 2 in — 2 —
== [Y(1)) =cos;e | +) + sinse [-) P(t) = ¢o + wot

1) Quel est le résultat d’une mesure de S,?
2) Quelles sont les valeurs moyennes de (S,),(S,), et (§,)?
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PRECESSION LARMOR (ii)

. . 0 _i¢+a)0t B i¢+a)0t A E)
Etat a un instant t: [y (t)) = cosce =z | +) + sine” 2z | —) >
1) Quel est le résultat d’'une mesure de §,? = fis X B
i h 2 HUs
A h (7]
+ > avec une probabilité P (+ E) = [(+|p®)|" = cos? (E)
h . h 2 i 6
| 3 avec une probabilit¢ P (— E) = |(= | w(®))|” = sin? (5) E
e e Y h
2) Quelles sont les valeurs moyennes de (S,), (S,), et (S,)? :
h 0  _jPtwot +
A A g Ptwot ) _ptwgt o cos—e 2 #
(8 = WOIS©) = (cos§e ™3 sinfe ™) 2 L[ G g | =3 050
2 sin—e" 2
Independent du temps H et S, commutent. $, est une constante du mouvement
A A h A A
(Sx) = (W ®|Sx|¥(®) = 2 sin @ cos(¢p + wyt) Les valeurs moyennes de S, et S,, dépendent du temps
R R h . Théoreéme d’Ehrenfest:
(S,) = (W®|S,|[v®) = 5 Sin 8 sin(¢ + wot)

H ne commute pas avec S, et S,

A nd

IMT Atlantique UEE — Mécanique Quantiqgue — Moment Cinétique

Bretagne-Pays de la Loire
Ecole Mines-Télécom



PAGE 23

COMPOSITION DE MOMENT CINETIQUE — ATOME D’Hydrogéne

Considérons I'exemple de I'atome d’hydrogéne, e.g. systeme de deux particules (e-,p+) de spin 1/2 e, s=1/2
On néglige dans un premier temps le couplage entre s, et s, (S, et §p commutent).
Le moment cinétique total de spin de I'atome d'H, § = S, + S, donne 4 états propres de S,

m ™ T W

SZXeXp = SAzeXeXp + Xegf)(p = h(m, + ms))(e)(p = €P 1, ep 0, ep 0, ep .
m= m= m= m= —

En réalité, on a un triplet d’état avec S; = 1 et un singlet S = 0 qu’'on note selon |s, mg):

11,1)=|T1)
Sy =1 (triplet) |1,0>=%(|N>+|¢T>) : ST=0(singIet){|O,0)=%(|Tl)—|lT))
11,-1) = | )

Démo: On doit montrer que les triplets sont états propres de $? = 52 + SZ + 25,.5, avec valeurs propres 242, et le singlet est état

: propre de $2 avec valeurs propres 0. Par définition, on a $%|s, mg) = $2|s, ms) = %hzls, mg), et on observe que:

. A 2 A 2 o 2 o 2

$e.8pI 1Ly =2 (21 10) = [14)) et S5, 11 ) =22 T11) = [11) = 5,.5,11,0)=211,0)et$,.5,]0,0) = —2=|0,0) _

PDot: §2[1,0) = (3h% +2h2 +242)[1,0) = 2h2[1,0) et §2]0,0) = (Sh? +2h% -2 *%hz) 0,0)=0 (cqfd)
On a négligeé le moment cinétique orbital de I'électron, pour un atome d’hydrogéne dans un état quelconque ¥, ; 1, s,
le moment cinétique total de I'électron est j, = L, + S, et peut prendre les valeurs [ + % oul— % et donc le moment
cinétique total de 'atome serasoit {{ — 1; [; [+ 1 }.
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COMPOSITION DE MOMENT CINETIQUE — CAS GENERAL

Dans le cas général ou I'on combine deux moments Coefficients de Clebsch-Gordon

. A - . )
cinétique J; et /, , le moment cinétique total 12X 172 Ji frmes EZ
J =], +J, peut prendre les valeurs: Lenelyo o e R ;
= . 2 - 2 12| 1|ar 43
1 2 —:g +:JJ§I }:g —:g —: 4;; ,:;:g Hg ‘:jg 5g 33 ‘/1—11
. . . . . . . 12 <12 | 1 +1 + “tog+12 12 [
]={01+12);(’1+12_1);---;|]1_]2|} - A EA
. 1x1/2 |30 TR . - ms m 0 12| 35 25082 32
Les états combinés |j, m) de moments total (j) etde Lozl rloeael J1%J2 ;2 12/2 s e B e
. . . - ® 4 -1 - Ll
composante z (j, = m) sont des combinaisons L B \' l e Ei R I‘_’Z =l
linéaires de compositions d’états |j;, m;) |j,, m,): B i e S 08 4 oo e e |3 sis) o o '
 exuin EIE e R SR R
; — jiJz ; 2l 32 sl s -
m)y= ) Chiln linma) ljz ma) LR EREE K R SR
e LR E BT B ET g
1 + L — + | - — =
j1,] , .. | B e ey e v TS I — ——
Les C/172 sont données par les coefficients de “Tiohe wefe o | o o|% & 25 [T 7 71 |J2 o|w v 48[5r
mj,my o+ |tz -12] 0 0 @ 1411 w2 o)1 -1 A —%2 +1 |10 25 12 |-3 3@
Clebsch-Gordon Tl e I e ok 35 of 2 -as)-5
Exemple 1: 141 |6 12 13 ] - 2 TN -E st 2 2 = -
| | s T | ENEEE
Deux particules au repos respectivement de spin (j1=3, jz = 1), et EEE K
ayant pour spin total (j = E) et comme composante selon z (j, = +1)
donne lieu a la super ositizon d’états: : Exemple 2:
u uperp . Deux particules au repos respectivement dans des états de spin
51 1 33 331 3 3 1 connus |j{,mq¢) = |2,—1) et |j,,m,) = |1,0) pour 2, auront
2 L3 P 22 iy ' !]1 1) = ) |]2_2) | )_p o
2’2 V10'2'2 5'2'2 10'2" 2 obligatoirement un valeur de m = m; + m, = —1 et donne lieu a
la superposition d’états:
La mesure de 52(1) donnera soit % h avec la probabilité 1—10 , Soit % h avec la 6 1 3
probabilité 2, soit — 2 h avec la probabilité = 2,-1)[1,0) = |18~ - 212 -1)— |5I1,-1)

. A . s 6
'“ ' UEE — Mécanique Quantique — Moment Cinétique La mesure du spin total S donnera soit 3x avec la probabilité '
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COUPLAGE SPIN ORBITE — STRUCTURE FINE

Moment cinétique orbitale L, et moment de spin S, faiblement couplés (Couplage Spin-Orbit) U +q

Effet relativiste: dans le référentiel de I'électron, le noyau chargé en « mouvement » constitue un

courant = |'électron expérience un champ magnétique:

B —lﬁx”— 1avﬁx9_ 1 av.
S0 = 2t VT T2y T Y T T ez or
Le spin de I'électron interagit avec §50 qui donne un terme supplémentaire dans I’'Hamiltonien:
Ao = —~jig. By = V1.8 (is = ¥3)
so = Zlis- SO = 2 gp s
C’est le moment cinétique total j, = L, + S, qui est conservé, non pas L, ou S, séparément.
comme > =1,°+3,%+21L,.S,, et que s, x A L.S, l'énergie moyenne du couplage spin-orbit s’écrit:
(Hso) oc%](]+ D—-LL+1)—SES+1)
, . . i R _ 2p(n=1,1=1) 2p., (1=3/2)
En I'absence de couplage spin-orbit, les états propre de /., (multiplet de (25 + 1)(2L + 1)) e (M1 1=0) _
dont les valeurs sont comprises entre {(L +S); ... ;|L — S|} sont tous dégénérés. ’ 2pgp (1=1/2)
En présence de couplage spin-orbit, il y a levée de dégénérescence de ces
multiplets en niveaux de structure fine suivant la valeur de J: L Ly- a
1s(n=1,1=0)
AE=E(J)-E(J—-1)=21] \
C r . _ A

Exemple: Dédoublement de la raie d'émission jaune du Sodium (Na) en deux raies Modéle de Bohr Structure fine

respectivement a 589,0 nm et 589,6 nm.

A nd

IMT Atlantique
Bretagne-Pays de la Loire
Ecole Mines-Télécom

UEE — Mécanique Quantique — Moment Cinétique



(2) =2

A nd

IMT Atlantique
Bretagne-Pays de la Loire
Ecole Mines-Télécom

(3) Ecrire les etats |2,1 > et [2,0 >

2 1
2,0)=—|1,1>|1,-1)+ |[=[1,0>|1,0)+—|1,—-1 > |1,1)
V6 3 V6
Coefficients de Clebsch-Gordon
e—
1 2,1)=—=]1,1>11,0)+—=|1,0 > |0,1)
x )
112 % 1/2 | 4 formme 212 [ V2 V2
[+1242] 1fo o SiRfeR a2 .
12 -2 [12 2] [=2 12] 1]ae 432 ]
=12 +12 |12 ~1/2]1 42 12|15 4/5f 52 32 — m
|2 -12] 1 +1 +1/2 [4/6 -1/50+1/2 +1/2 f¢———
+ 12| 2/5 35[ sz a2
N 0 +1/2| a5 —25) —1/2 —12
X 32 172 my m, 0 -12| a5 25| 52 22
Forsz]| 1 |42z [~ +v2] 25 -3i5]-am -az
2 —
w2 s eslaz e 32 % -1 -1/2| 45 15| =
0 +1i2| 2/3-1/3f-1/2 -1/2 12 |.2f~ 1 -2 12| 16 45| - |
0-12] 23 3 ar EETENSIN ] KXY 2
-1 +12| w3 -2af-ar 32 12 ya 34z 9 '
e 172 +1/2 |3/4 -1/4
ax1].2 o w2 3/2x1).99 — =
43 +5/2f w2 a2z el 2 4
jixj, bralse . |32 +1] 1 |s3i2 <32 Z12 1212 tey-t
+2 0[1/3 23 w2 025 5| 52 B2 w2 -2 2134 14 2
l A 41|23 213 w12 1| 35 —25|+12 412 <12 =32 +1/2]1/4 -3/4)-2
E +2 1 . 2 | A
1x19 .2 + 0 3 2 1} [ : amy 52 a2 12
. 2 o 0 +1 0 0 0 “1/2 +1f310-815 16 |12 —12 -1/2
el gt 4 1 115 12 310 T2 11310 815 156
b1 oft1zr w2 2 -1 0O 0o ol 0 -26 | 38 2 1 -1/2 o|as -5 13 52 2
0 +151/2:-1/2] 0 10 O 14t |15 -2 301 -1 -2 +1 |1710 255 12| -3 32
+1 11| 16:1/2 1/3 0 11615 12 110 21| 35 25| 52
0 o0:23:0 -13[ 2 1 -1 0|&15-1/6 -0 3 2 -3/2 0| 2/5 -3/5]-56/2
-1+t 16 5_1;2 wala -+ -2 41 {115 -4/3 36 |2 -2 Iﬂn? = 7
0-ti12 2] 2 -1 -112/3 131 3
-1 0fu2 2|2 -2 0[1/3 -2/3]-3
|-+ 1] + 2 1
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