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Motivation

Pourquoi étudier des problemes dépendant du temps ?

* Pour étudier la dynamique dans les cas complexes (impliquant
plus de 2 niveaux), par exemple les réactions nucléaires

* Besoin de faire évoluer |'état quantique vers un état pré-défini
(RMN, inversion des populations, ordinateurs quantiques:
guantum control, en appliquant par exemple un champ B)

* Besoin de comprendre I'évolution (parfois non deésirée) d’un état
quantique, notamment sous l'action d’une action externe
(relaxation)

Equation fondamentale, dite de « Schroedinger » il |4)(¢)) = Hli(t))

Supposons dans un premier temps que le Hamiltonien ne dépende pas explicitement
du temps



Partie A : Hamiltonien indépendant du
temps



SOl Ution génériq Ue (pour un H indép du temps)

On suppose I'existence d’un ensemble d’états dits « propres » ou « stationnaires » {|n)}
(orthogonaux entre eux) tels que

H|n) = E,|n)

\

Energie de I'état | n>

Sous l'action de I'équation de Schroedinger, tout état stationnaire va acquérir une
phase au cours du temps :
. Ent
n(t=0))=|n) = |n(t)) =" |n)
En effet

ih-din(t)) = ih x (—ife) x e |n) = E,e™ % |n) = B, |n(t)) = Hn(t))

Ce résultat se généralise aisément a toute CL d’états propres :
 Ept

Bt =0)) = S pg anln) = [$()) = S p_y ane™ F [n)

A noter que la probabilité d’observer un état |m> donné ne change pas au cours du
temps (exo simple)...



SOI UtiOn génériq Ue (pour un H indép du temps)

En effet on sait que P, (1) = [{m|(t))]* (postulats de la méca Q)
Et

N . Ent
(mlp()) = (m|{ ) ane " F |n))

N
_jEnt
= § ane” ""h (m|n) (orthogonalité)
n=1
5m,n
_;Emt
= e h




SOl Ution génériq Ue (pour un H indép du temps)

... par contre, I'état quantique développe des interférences qui sont « visibles » des
que 'on considére des observables O telles que (m # n|O|n) # 0 :

(En E 1)t

(O[Ol (t)) = Zza awe' ™ 7 (n|Oln)

(E'J’L E /)t ~

— Z|an\ TL‘O|TL —I—Z Z ar an’e h <’I’L|O|?’L,>

n n'#n /4

(En E /)t (En—E /)t

33 dane ST @Oy + Y0 3 abane T 0O
n n'#n n n'#n
n<->n’ pour la moitié de la somme

[\')Ir—\

Hermiticité : (n'|O|n) = (n|OT|n/)* = (n|On/)*

(E?’L—E /)t A

— % (Z Z afan e’ n (n|O|n') + c.c.




SOl UtiOn génériq Ue (pour un H indép du temps)

(W(1)| O (1)) Z|an| o) +3° 3 ® ( et <n|é|n’>)

n n'#n

Phénomene de battement, sur une fenétre temporelle At ~ ﬁ
n-—_ &n/

Si systeme a 2 niveaux (ou juste 2 niveaux peuplés), alors 1 fréquence de battement.

Si systeme a N niveaux, alors Nx(év_l) fréquences de battement (peut vite devenir

mpliqué o : :
compliqué) Cas particulier : oscillateur harmonique

Résultat important : les états propres d’'un hamiltonien forment une base de l'espace de
Hilbert &£ sur lequel il est défini.

= Tout état 1) € £ admet, pour évolution temporelle : ()= ane_i% n)
ou a, = (n|y)

On remarque en particulier, pour t=0: |¢) = Z n) (n )

N

I



SOl UtiOn génériq Ue (pour un H indép du temps)

Remarques:

* Ce n’est pas parce gu’on possede une solution explicite qu’elle est nécessairement
simple*, en particulier lorsque 1) I'espace de Hilbert est de dimension infinie et 2)
lorsque les niveaux d’énergie forment un continuum.

* Dans de nombreux cas, on ne peut effectuer la somme infinie et on doit la « tronquer ».
On considere pour ce faire un niveau

N|En > Etypique

* On a fait expres de ne pas préciser la nature de la base et de travailler avec des kets
génériques.

A : |l est en général plus difficile de sommer des fonctions oscillantes

Exercices qui illustrent bien ce concept de superposition:
e Paquet libre

e Paquet gaussien dans un puits harmonique

* Oscillation des neutrino




Systeme a 2 niveaux + perturbation

On considere un systeme a 2 niveaux, correspondant par exemple a un spin plongé dans
champ magnétique :

Es

& Hy = ( %1 52 ) dans la base {|1>,|2>}

Er

Appliquons une perturbation A W qui va coupler les deux états :

7 Ey AWis N.B.: On peut aussi considérer des élements W, et
— = AW, E, W,,, mais cela n’a pas une grande valeur ajoutée

On recherche les nouvelles énergies propres en résolvant le systeme

El _E )\le ) JllEnoﬁ:rgin:es

@%H—E@zO@&%(Awﬁ o

Soit (E — El)(E — Eg) — )\2|VV|2 =0

&+&i¢wﬁﬂﬁ

—~ B, =
+ 2 4

+ >\2‘ng|2




Systeme a 2 niveaux + perturbation

Les états propres associés sont
1) = cos Let?/2|1) + sin Ze~¥/2|2)

avec

tan f = %, @ = arg(Wio)

h_) = —sin £e*/2|1) + cos Le~/2|2)

Soit une transformation unitaire

14 ) cos Sei?/2  gin e~i¥/2 1)

) —sin & 6190/2 COS %e—i¢/2 |2)
Avec la relation inverse :

0 _—ip/2 0 _—1p0/2

1) cos Se~#/2  —sin Lemiv/ [ )

|2) sin 2 67’90/2 CcOS 28”“’0/2 )
Evolution temporelle:

On s’intéresse a I'évolution de I'état | 1> en supposant que la perturbation W est appliquée
en t=0. On veut prédire I'évolution des populations sur les niveaux |1> et |2>

10



Systeme a 2 niveaux + perturbation

Evolution temporelle:

Etat initial : 1(0)) = [1) = e~t¥/2 |cos g|7,b+> — sin ghb_}}

Chaque état propre du hamitonien complet évolue avec sa fréquence propre :

NVAE2 4 |Wig|2t

: .E{+E VAEZH|Wio|2t ]
1h(t)) = e /21w L [cos e A |iy) — sin Zei R |1p_)]
_ Ey—E
On en déduit alors 'amplitude suivant |2> au temps t: AE = =2 2 ;

AAE24|Wig|2t AAE2 | Wia|2t

(26(0) = ¢ [cos §em VTR o) - sin e ST oy )

: _ AAE24H|Wial|2t AAE24H|Wial|2t
— ¢? sin g coS g [e_’b A — el A
Y A . AE24+|Wial2t
= —ie'® sin @ sin v h‘ 12|
De méme que la probabilité d’observer I'état selon | 2>:
w2 2 VABRH W2t Wia|? . 2 /AE2H Wit
[Pg(t) = sin” # sin = = RETI v, S =

11



Systeme a 2 niveaux + perturbation

o [Wha)? . 9 \/AE2+|Wyo|2t
— AEZ |WigZ S Z

Evolution temporelle: P (¢)

=2*Différence d’énergie entre les deux niveaux perturbés

Remarques :
* La P, reste « limitée » par 'ampleur de la perturbation W => limitation de la capacite
d’induire une transition entre 2 états (2 valeurs du Qbit, par exemple)

e Qscillations dites « de Rabi »
A 9’11(”‘

sin? @

wh/(E, — E_)

12



Fonction de Green (opérateur d’évolution)

Vu la linéarité du probleme, on peut exprimer plus synthétiguement I’évolution d’un état
quantique |y(t=0)> sous la forme

(1)) = Ult,t = 0)[(0))

En écrivant I'équation de Schroedinger, on déduit

ihd (1)) = ih LU (Lt = 0)[w(0)) = HU(t,t = 0)[9(0)), V[ (0))

» ih%ﬁ(t,t =0) = PAI[A](t,t =0) Equation « opératorielle »

Solution :

A

U(t,t =0) = coexp (—”{Tt)

Preuve : |l suffit d’écrire la série terme a terme et de dériver.

De plus, on doitavoir [7(0,0) =1=>co =1 M) U(t,ty) = exp (_iﬁ(tT_tO))

Propriétés essentielles :

* Lopérateur d’évolution U est unitaire: [T = U—! Il préserve donc la norme

* On a la propriété de factorisation O'(t, to) = (A](t, t1) [A](tl, to)

13



Fonction de Green (opérateur d’évolution)

N.B.: Pour le moment, nous sommes restés assez vagues quant a la formulation explicite de
I'opérateur d’évolution...

Y(t)) = U(t,t=0)[%(0))

... mais on peut se placer dans la base qui nous convient (en général, celle qui entraine le
plus de simplifications).

Ainsi: (z|yY(t)) = (z|U(t,t=0) x \]I/ [4(0))
W(z,t) =[ da’|z") (x|

_ / dr’ (z|U(t,t = 0)]’) x ('|9(0))
— fd$"U($,t; 35",0)’1)&(56,,0)
|

En général # 0 pour x # X’ (fonction dite « non locale » compliquée a calculer)

Mais aussi : Y(p,t) = [ dp'U(p,t;p’,0)¥(p,0)
\_T_I /

Espace de Fourier

14



Fonction de Green (opérateur d’évolution)

Cas particulier d’'un Hamiltonien sans potentiel (mouvement libre)

On écrit alors : (p|ﬁ|p’) = % d(p—1p')
L (plH"|p') = (%)n 0(p—p')
L (p|exp ( ZHt) p’) = exp (—Z p t) 5(p—7p')

h 2mh
Pulsation o(p) Fonction
locale en p

Et donc simplement: Y (p,t) = /dp U(p,t;p’,0)9(p’,0)

p2
= exp ( s ) Y(p,0)

15



Représentation de Heisenberg

Evolution de la valeur moyenne d’une observable:

Ona:  Eo(t) := (y(t)|Oly(t)) = (L (0)UT(£,0)[0]U(t,0)4(0))
= (¥(0)|UT(t,0)0U (¢, 0)[4(0))

Dans l'interprétation de Heisenberg, ce ne sont pas les états qui dépendent du temps mais
bien les opérateurs I On définit ainsi :

On(t) = U'(t, O)O(s

th

( 0) =U~'(t,0)0.5U(t,0)

m Oy

On établit 'équation d’évolution

d d iHt A iHt iHt A 4 _ iHt
O() dt(eﬁ)Oe ﬁ—l—eﬁOE(e h)

= 'Lgfedhﬂ Oen —en Qe n T’g
= LOy(t) - On(t) L =& |H,0u(t)

Equation de Heisenberg
16



Probleme : Autour de I'IRM (RMN)

Soit un proton de moment dipolaire magnétique 757 plongé dans un champ magnétique
de 1T orienté selon Oz. Exprimez la différence d’énergie entre les deux niveaux en MHz
ainsi qu’en eV

Soit une population de spin.

Au temps t=0, tous les spins sont alignés selon la direction OZ (état |+>. En vous placant
dans la représentation de Heisenberg, décrivez |'évolution de l'opérateur spin, puis du spin
moyen.

En un temps ultérieur, un champ magnétique additionnel B, est appliqué selon OX.
Décrivez I'évolution de l'opérateur spin, de méme que du spin moyen. Quel doit étre le
temps d’application de ce champ pour engendrer, en fin de pulse, une valeur moyenne
nulle du spin selon OZ. Ceci est-il toujours possible ?

Décrivez ensuite |I'évolution des opérateurs Sx, Sy et Sy. Comment qualifiez-vous un tel
mécanisme ?

T: A Mag Excitat
) "\. k 1 ( A “ZN
2 , (R R Jéz
€A VYV Y =N
PN Bl Aaaaa P
v:'fh:'k' (O I x |
! A ]

17



Probleme : Autour de I'IRM (RMN)

http://www.cic-it-nancy.fr/fr/quest-ce-que-lirm/

1) le rapport gyromagnétique est le rapport entre le | Noyaux  y (106 rad-s~'-T-1) y/2mr (MHz/T)

moment magnétique et le moment cinétique d'une | 1y 267,513 42 576
particule.
L o= . - . 1 0
HOZ—[LB:—’)/SZB:—E/}/BOTZ ou 0, — 0 1
~—~—~ —

=wo fréquence de Larmor
M) wo = 267,513 MHz
h=6,582119570x107%eVs=>E -E,= 0,176 peV D =)
Iy . . ) dO (t) g ~ A
2) On a I'’équation de Heisenberg : % — % [H, OH(t)}

En conséquence, le spin moyen n’évolue pas

18



Probleme : Autour de I'IRM (RMN)

3) On considére maintenant que le champ magnétique est orienté selon B — Bo€, + B,€éy

A0n(t) _ i {ﬁ],o“ﬂ(t)}

- - - A ~ ~ N 0 1
H=—[i-B=—-v3(0.B+06,5;) ou gx=1| 4
On a les équations d’évolution

dt

— %[—7% (0,Bo + 0.B;), S 2] = —27430[%,0:5] = =7BySy

. A . h
#=v5 (0B +04Bs), Se] = —iyBo § [04,02] = —7B: S0,
2?:61320'y ,SA'
Y

%[_7% (UzBO + OmBm) ) gy] = _Zﬁy% (Bm [O-m’ Uy] + Bo [O-z’ Jy])
= (B8, - BoSa)

Que I'on résume sous la forme

dS

—’yB/\S

Dont la solution est un mouvement de précession autour de B,

fréquence angulaire w = ’y||§||

ala

19



6

Probleme : Autour de I'IRM (RMN)

)
' el

s Vo A
. ¥ B . .
f HS% %z—vé/\g
ol 7. — 3/ —
— arctan 2= s —S(t—O)
— B

Pour résoudre I'’évolution, on décompose le spin selon
* une composante dans la direction de B qui est invariante
2 composantes dans le plan orthogonal a B, engendré par {€| = cosfée, —sinfe;, e, }

Situation au bout de t/m :

S(t = 0).

Le spin conserve une composante selon Oz si I'angle
0 ne vaut pas au moins 45°, ce qui demande que B,
soit au moins aussi grand que By,... pas simple en
pratique, augmente les colts de construction

20



Probleme : Autour de I'IRM (RMN)

4) En supposant que Bx=B0, le spin en fin de pulse est amené // Ox.

~A
—

S(t = 0).

ol

La valeur moyenne de Sz est alors nulle <+|Sx|+>=0 . On a ensuite une nouvelle situation
initiale : o
BO‘T

Et la précession va se poursuivre dans le plan Oxy...

21



Partie B : Hamiltonien dépendant du temps

22



Hamiltonien dépendant du temps

Positionnement du probleme:

On considere — dans la représentation usuelle de schroedinger —:

H(t) = Hy + Hin (1)
On écrit le hamiltonien dépendant du temps de cette maniere afin de faire référence a un
probléme ou le hamiltonien stationnaire est « perturbé » par un hamiltonien d’interaction

H... résultant le plus souvent d’une interaction avec un autre systeme (comme par exemple
une onde électromagnétique ou un bain thermique).

Dans un premier temps, on peut s’interroger sur la possibilité de calculer explicitement la
solution de I'équation de Schroedinger. On essaie pour ce faire de généraliser I'équation
gouvernant 'opérateur d’évolution :

ihLU(t,to) = H()U(t,to)

Remarquons que si le hamiltonien était une fonction usuelle (et non pas un opérateur), la
solution explicite de cette équation est triviale :

A

Ul(t,to) = exp (—% N dtlH(tl))'ﬁ
|

Simple facteur de phase

Quoiqu’incorrect, ce résultat va nous guider sur la forme de la solution... 23



Hamiltonien dépendant du temps

Equation d’évolution: ih%f](t, to) — ﬁ(t)f](t, to)
En intégrant par rapport au temps, on obtient une solution implicite...
Ult,ty) =T1—1% ft dt,H(t1)U (t1, o)

... dont on ne peut faire grand-chose. On peut toutefois itérer cette solution avec elle-
méme et obtenir :

Ut t) =1— —j; dt, H )(ﬁ— H dtQH(tg) (tz,to))

En procédant de la sorte, on obtient la série

Ut ty) = H_E/ dt F (1 (——) /tdtlft dto F(t1) F (t2)
0 0
t1 to
(——) / dtl/ dtg/ dtgH (t1)H tg)H(tg)—i—

On peut réécrire le 3® terme sous une forme plus compacte :

to
/ dt; / dto H (1) H (L) f dt; f dtQT 7(t)) (t2))
to

Prodwt ordonné en temps

u ~ L A(tl)B(tg) sito < tq
g (A(tl)B(t2)) o { B(ta)A(ty) sit) <t

ou

24



Hamiltonien dépendant du temps

Equation d’évolution: ih%f](t’ to) = ﬁ(t)ff(t, to)
to

A

symétrique

i s [ At1)B(t2) sita <ty
! (A(tl)B(tZ)) - { B(ta)A(t1) sit; <t

t 1

On généralise la démarche :

Ut ty) = 01— ;/tdtlﬁ]( —(——) /todtlftodth (t1) (tz))
§<——) /dtlf dt2/t0 dt3T T (t1)H (t2)H (1 ))+
_ E(“) /HdtT (t1)... H(t ))_T( ;ftodtlﬂ( ))

Résultat assez 5|m|Ia|re au cas classique, a la différence du produit ordonné en temps

t t1 . . 1 t t ~ ~
/ dt1/ dto H(t1)H (t2) = 5/ dtl/ dtaT (H(tl)H(tz))
to to to to

25



Hamiltonien dépendant du temps

.t
Opérateur d’évolution: U(t7 0)=T (—%/ dtlﬁ(t1)>
0

Ce résultat est fort joli symboliqguement, mais pas d’'une grande utilité opérationnelle, a
moins que I'on soit capable de calculer explicitement des quantités telles que

T (H(tl) . H(tn))

Et les réduire a des expressions plus simples. Imaginons a titre d’exemple un oscillateur
Harmonique plongé dans un potentiel arbitraire dépendant du temps

H(t) = Hose + V (7,1)

On a
/ttdtlfttdth (ﬁ(h)ﬁ(tz))—/tdtlﬂ(t) /dtg (t2) /dtlf dts]H (1),

tandis que [ﬁ(tl), (t2)] = [HOSC,V(T to)] — [HOSC,V(T t1)]

Au sein de H__, seule la contribution cinétique ne commute pas avec V(r) :

osc’

[p*, V(r)] = plp, V(r )] + (B, V(n)]p =% (8- V (r,t)p + pO,.V (r,1))

Ly (A(0), H(t)) = 37 [= (F(r,t2)p + pF (1, t2)) + (F(r, t1)p + pF (r, t1))]

= g7 [(F(r,11) = F(r,12))p + p (F(r,t1) — F(r,12))]

(t2)]

26



Hamiltonien dépendant du temps

Opérateur d’évolution (réduction):

t ty t
Ona par ailleurs / dtl / dtgF(?", tl) = / dtltlF(?", tl)
0 0 0

t t1 t t t t
et / dtl / dtgF(T, tg) = / dtQF(T, tg) dtl - / dtgF‘(‘r‘7 tz)(t—tg) = / dtlF(T, tl)(t—tl)
0 0 0 to 0 0

De sorte que

/0 dtl_/o1dt2(F(r’tl)_F(’r’t2):/(; dtl(t—Qtl)F(?",tl)

t t1 t
= f dt f dto[H (1), H(t)] = pAG O+ AP 0P avee A(F 1) = - / dty (L) F (7o 1)
0 0 mt Jo 2
Et donc
t t R R t R t R
[ [ anT (@A) = [ ) x| daits) + (5 AG.0)
to to 0 0 \

Anticommutateur
Apparition d’'une nouvelle structure, impliquant une intégrale temporelle simple.

Question: peut-on poursuivre la méthode ?

27



Hamiltonien dépendant du temps

Opérateur d’évolution (réduction):

/: dt, /tt dts /tt dtsT (ﬁ(tl)ﬁ(tz)ﬁ(tg))fot dtlﬂ(tl)x/; dtzH(tz)x/Ot dty H (1) =7

Plusieurs contributions :

t>t,>t, | 0

tot>t, | Jo dbH (t){p, A(r th)}

t,>t,>t, / dt / dts / dts[H (t1), H(t2)]H(t3)

ot H (t3) H (1) H(t2) — [ (t3). H(01) H(t2)]
—H(t3>H< VDH(t2) — [H(ta), H(t2)|H (t2) — H(t)[H(t3), H(t2)
totot, |HUOH () H(E) = H(t) H(t) H(t) + [H (1), H () H(Es) + H(t2) [ (tr), H (t5)]

+[H(t), H(t3)|H(t1)

Etc. Pas une structure qui apparait naturellement.



Théorie des perturbations dépendant du temps

Motivation:

Le probleme général étant tres complexe a résoudre en général, on va se limiter ici a traiter les
cas ou le Hamiltonien est dominé par sa partie indépendante du temps. On écrit alors

H(t) = Hy+ Hine(t) avec Hi(t) =AW () ou A< 1

Ceci nous permet de nous souvenir que le Hamiltonien d’interaction est trés petit devant H,,.
La stratégie consiste alors a chercher des solutions qui s’écrivent sous la forme de séries de A.

Pour ce faire, on développe naturellement la solution sur la base des états propres de H, :
__ \too
|?,D(t)> — Zun=1 an@)‘”)

Et on se propose d’établir un ensemble d’équations couplées pour les coefficient a,. Avant de
se lancer avec fougue, on se souvient toutefois qu’en I'absence de H, ., on a

(t)) = 02 bae™ F n) avee b, = (n|y(t = 0))

On a donc une phase « rapide » qui provient de H,, de méme qu’un comportement plus lent

résultant du Hamiltonien d’interaction. On va donc écrire les coefficients a,(t) comme
. Ent

an(t) = bn(t) x e " "rn

b\

Evolution lente 59



Théorie des perturbations dépendant du temps

Evolution des b

On écrit alors I'équation de Schroedinger (membre de gauche) :

d S (bue it _ Bt
iy = m;(w)e z;;bkm) k)

= 3" (ibe(t) + Eebi(t)) e k)

k
Tandis que le membre de droite s’écrit :

= bi(t)e i (HO + AW (¢ ) Zbk eI (Ek + AW (¢ )) %)
k

On projette alors sur I'état | n>. Le membre de gauche condwt a

Ek: (zhbk(t) -+ Ekbk(t)) e—i% (ﬁ@ — (zhbn(t) 4+ E”W_ﬁ’?t

6k,n
Tandis que le membre de droite conduit a
(HOW(E) = = by (t)e? T By + XY bp(t)e "+ (n|W(t)|k)
. 2 (En—Ep)t g ~
Soit au final b, (t) = ~% e = (n|AW(t)|k) bi(t)
k 30



Théorie des perturbations dépendant du temps

En_Ek
h

Evolutiondes b,: p,(¢) = _% ekt (n|W(t)|k) bp(t), Vn ol  wnk =

On obtient alors la solution implicite :

A
h /O dtlz (Lwnktl n|W(t1)|k)bk(t1) Vn

que I'on peut itérer, ce qui conduit a

balt) = ba(0) = Y /O iyt (] 7 (61) ) b (0) +
k

0\ 2 t . . t1 . .
—Z— Z/ dtlelw”ktl <R|W(f1)’]{3> / dtgezwkmtg (k|W(t2)|m> bm(to) + -
h o 0 0
Soit la série en A recherchée.

On va maintenant étudier quelques grands « classiques ». On notera toutefois deux grands cas
de figure rencontrés en pratique:
* Soit 'ordre 1 permet de conclure et on se limite alors généralement a ce terme
* Soit 'ordre 1 est insuffisant pour conclure et il faut alors recourir a certaines
approximations supplémentaires
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Théorie des perturbations dépendant du temps
i ! twnrtl n T
bn(t)wbn(o)—%/o dh;e (n|W (t1)|k) br,(0).

Cas d’une perturbation harmonique: (n|)\W(t)|k> = cos(wt) x (n|)\W|k)
N——
Wnk

Comme le probléeme est linéaire, on peut partir d’une répartition simple des états initiaux:

b (0) = 0p i

On s’intéresse alors, au premier ordre, a la population d’un niveau dit « final » f#i. (on pourra
étudier I'évolution de la population du niveau i dans un second temps):

Wi [* . E; — F,
be(t) =~ ! hf /0 dt1 e 1" cos(wty) Wi = —fh

Wi t o YO
. dt ( i(weitw)ty 1(weq w)tl)
5 /0 1(e€e +e

Wfi ei(wfi—l—w)t 1 ei(wfi—w)t —1
o ; )

&

&

Wi + W We; — W
iWpi

t Transition douce, indépendante de w, propor-
tionnelle a 'amplitude de la perturbation.

Evolution aux petits temps : bs(t) ~ —
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Théorie des perturbations dépendant du temps

Cas d’une perturbation harmonique: (n|/\W(t)|k> = cos(wt) X (n|)\W|k)
——
W i ei(wfi‘i‘w)t —1 ei(wfi—w)t -1 Wk
by(t) ~ ——2 +
2h Wri +w Wi — W

Evolution aux temps intermédiaires (plusieurs cycles) : On peut distinguer deux cas:

* Si o n’est pas proche de |og|, aucun des dénominateurs n’est grand et on a
(Wil
2h)|wip| — wl

avec un comportement oscillant entre ces deux bornes

05 [br(B S

* Sio estproche de |®|, I'un des deux termes va dominer sur 'autre et on va observer un
comportement résonant

we; >0 wy; <0

E o> E | @ >
Transition
entre 2 états
discrets :

E, |0, E 00>

a b
etlwpi—w)t _ 1 etlwritw)t _ q

Terme dominant :
Wei — W Wi + W 33



Théorie des perturbations dépendant du temps

Exemple d'une transition d’un niveau i ->f | E>E;: Il s’agit du cas a.

. 1w Z.w—lwfil _iw—Isz'I
bf(t) - _sz ez(lwfz| )t —1 o Wqu |wle wt y e 2 t_ e 2 t
2 |wpi| —w oh w — |weil
W2 [ sin Awpit\ w— |wy]
be()]? = Wi Ji Awes = — 1=fil
by (OF = A (T ) avee Mg 2

On obtient un résultat similaire pour le cas b.
On analyse la physique soit en considérant une valeur fixe de t :

Fmax — t2

On atteint une valeur maximale d’autant plus
grande que o est proche de | oy ].

Largeur en fréquence x temps = 1 (Heisenberg)
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Théorie des perturbations dépendant du temps

Exemple d'une transition d’un niveau i ->f | E>E;: Il s’agit du cas a.

. 1w Z.w—lwfil _iw—Isz'I
bf(t) - _sz ez(lwfz| )t —1 o Wf’l, |wle wt y e 2 t_ e 2 t
2 |wpi| —w oh w — |weil
2 . 2
2 IWril” (sin Awgit _ W |wyil
L be(1)]” =~ e ( Aoy, avec Awy; := —

On obtient un résultat similaire pour le cas b.
On analyse la physique soit en considérant une valeur fixe de Aw:

1
F(t)__ Frax = Bor)?

On atteint une valeur maximale d’autant
plus grande que o est proche de | o] .

La population sur le niveau f finit toujours
Awys; = 0.1 par décroitre, sauf dans le cas improbable
\ ou ACUf@ = O

4IU 5ID IEIEI t
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Théorie des perturbations dépendant du temps

. , < : 2
Limite du développement a l'ordre 1: b (t)\z N |sz'|2 sin Awfit)
On sait que, par contrainte, la probabilité d’occupation d’un niveau ne peut étre supérieure a
I'unité.

Wil
Dans le cas ou DS < 1, le résultat précédent satisfait bien cette contrainte et parait

271|ij%|

acceptable en tout temps.

W ?, . ’ ~ . N\
Par contre, dans le cas % > 1 voire >> 1, le résultat ne peut étre acceptable que jusqu’a
fi
2h

t ~
un temps Wil -

Remarques :

e La plupart des résultats discutés précédemment s’appliguent également pour les
évolutions temporelles résultant d’'une perturbation fixe, en prenant simplement ®=0. La
résonance a alors lieu entre deux états dégénérés.

*  On n’a pas dit grand-chose des éléments Wp; := (f|AW|i) (amplitudes de transition),
mais il faut étre conscient que dans la pratique, ils ne sont pas tous différents de 0 (regles
dites de « sélection »)... En particulier, on a souvent W;; = W =0

e Contrairement a la formule de Rabi, les probabilités de transitions peuvent étre grandes

36



Problemes

Reprendre le probléme « Autour de I'IRM » et proposer une meilleure stratégie pour
réaliser le pulse qui va permettre la « bascule des spins » dans le plan OXY. Décrivez le
matériel que vous allez devoir vous procurer.

Soit un dipole plongé dans un champ électrique variable (périodique) dans le temps. On
supposera ici que le dipble est aligné sur E en permanence. La distance relative entre les
charges + et — est décrite par un hamiltonien harmonique.
o Quelle stratégie mettre en ceuvre pour faire passer le dipole dans son premier état
excité ?
O ..idem pour le 2¢ état excité.

N.B.: dans cet exercice, vous vous attacherez au calcul explicite des éléments W...
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Résolution exacte pour systeme a 2 niveaux et approximation
séculaire

Au-dela de 'ordre 1:

Afin d’illustrer les concepts, on va considérer un systeme a 2 niveaux tel que la perturbation
harmonique externe satisfait W,=Wg=0. Dans ce cas, les deux équations couplées s’écrivent

bs(t) = —%ei“f"'t cos(wt)We; bi(t)
1 1 — W £ 2 — W *
bi(t) = —€ rit cos(wt)W;p = —e 7t cos(wt) W, b (t)

En injectant 'une de ces deux équations dans la dérivée de |la seconde, on obtient une
équation différentielle linéaire du 22 ordre a coefficients non constants, en général insoluble
analytiquement => approche numérique...

08 b, )

08

h=1W; =0.2
wp = 1,w=10.9

Structure compliquée, caractérisée
par des oscillations lentes et des
oscillations rapides de moindre
ampleur ... Que peut-on en
comprendre ?

06
04

0.2

20 40 60 80 100 t

38



Résolution exacte pour systeme a 2 niveaux et approximation
séculaire

Au-dela de l'ordre 1: Comparaison avec le développement perturbatif

1 o[ 16 t7WFi? wif? BWFiZ wif 8 WFil wif wfi2 wfi2 321 twif (-2 (of - wif?)?+wfi? (w?+ 3 wif?))
1- — Wfi - _ N . B \ ) \ o
128 | (w-wif)? (w+wif)? o (w-wif)? (-3w+wif) (w+oif) o (w-wif) (v+wif)? Bu+eif) o (o+wif) 3e+wif) o 3 ;2—4;¢5i‘F+5;;i'F2:| (w-wif)? (w+wif)?

(4 (-4 Buw-wif) [0 -wif?)2 ufi? (0? + 70 wif+ 150 wif? - 70if))) / (v (w-wif)® Bu-wif) (w+wif)?) - (4 (-4 Buw+wif) (o? -wif)?+wfi? [0 -7 o? wif + 15w wif? + 7wif?))) /
(w (w-wif) 2 (w+wif) 3 (Buw+wif)) + (Bwif (-8w \I'c;.z - wif?)? (9 o - wif?) + WFit (41 w270 wif+ 138t Wit 6L Wi - 19 w it —wif?) ) _," (@ (w-wif) £ (w+wif) 3 (-9 w? v wif?)) +
(Buif (8w (uf ~wif’)? (90® —wif’) ~WFi? (410”27t wif+ 1386 wif - 60 wif’ ~ 19w wif® + wif®))) / (w (~w+wif)? (w+wif)? (~9u? v wif?)) -
(Be 5 uif [_8w [0f - wif?)? (9w? - wif?) +WFi? (-27 o* wif - 602 wif? 4 wif’ v wwif® (~19 - 41 twif) + 267 wif? (694201 twif) +u” (41-361twif))) (Cos[tw] -1Sinltw]))/
(& (~o +wif) 3 |;'_;+¢;iﬂ4 (-9 52+;i-F2:] ) -
(BT wif (-8w (0 - wif®)? (90 - wif?) +wfi® (270 wif+ 60 wif’ - wif® +woif’ (-19-4% twif) +20” wif? (69+ 204 twif) +o” (41-361twif))) (Cos[tw] + 1Sintu])) /
(o (w —wif)? (w+wif) 3 (-9 w? +:ui‘FZj] )+

(8 (-8 Bu-wif) (o®-wif?)?-wfi® (Buwwif® (5-22twif) +o wif (7-21twif) +wif’ (-7 +22twif) +o’ (1+62twif))) (Cos[2tw]-15in([2tw])) /(v (w-wif)® Bw-wif) (w+wif)?) +

(4 (-2 Bu+wif) [0 -wif?)2 Wfi? (3wwif? (5-21 twif) +wif? (7-21twif) +o?wif (-7 +24twif) +0® (1+61twif))) (Cos[2tw]-1Sin[2tw])) /(v (w-wif)? (wrwif)? Buwrwif)) +

e T Wi wif (Cos[3tw] -1Sin[3tw]) Be TN ri?uif (Cos[3tw]+15in[3tw]) Wi (Cos[4tw]-iSin[dtw]) WFi%(Cos[4tw] +iSin[dtw]) |
. _ _
ww-wif) (w+wif)? 3w+wif) wiw-wif)? (-3w+wif) (w+eif) w? (3 w? - 4w wif+wif?) w? (w+wif) (3w+wif)

@O b (1))

20- v, 0™ - v -

Augmenter les ordres du traitement
perturbatif permet de gagner en
précision sur les premiers cycles

« courts », mais ne permet pas de

décrire les cycles lents...
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Résolution exacte pour systeme a 2 niveaux et approximation

séculaire
Au-dela de l'ordre 1: TV
L _ Ji [ i(w—wyi)t —i(wpitw)t
En décomposant le cosinus : bi(t) = 9% (e "te ! ) by(t)
L

On considere ;>0 et ® proche de ;. Les termes en exp(i(wq+m)t) et exp(-i(mq+m)t) vont,
apres intégration donner des contributions proportionnelles a 1/|wq+®| — pourvu que la
variation temporelle des b(t) soit lente, i.e. pourvu que W, ne soit pas trop important (ce qui
est bien I'esprit d’une perturbation) — et peuvent dés lors étre négligées : approximation dite
« séculaire » (rotating phase approximation).

: . 1 ~ ’Lsz i(wpi—w)t 1 ZW*Z (w—wy;
On obtient alors : by(t) = — e (wii=w)tp, (1) bi(t) ~ — th pilw—wyi)t by (t)
\
I 1 Wiy P(wei—w
by (1) ~ =L (g, — w)bu(t) + bilt) )
: 1 1 Wi i(wei—w
~i(wp —w)bs(t) — 2_hf€ (wWyi=w)t . (¢)

- . 3 \sz‘|2 ui est une simple EDO a coefficients
bi(t) = —i(w — wpi)by(t) — Lo bs(t) 9 P

constants
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Résolution exacte pour systeme a 2 niveaux et approximation
séculaire
Approximation séculaire: 7 - ' ‘Wfi|2
- bp(t) R —ilw = wri)bp(t) = = by ()

i Wy

Avec, pour conditions initiales :  b7(0) = 0,b;(0) = — 52

Probléme : résoudre cette équation — en commencgant éventuellement par le cas le plus
simple o=wy, ; pour le cas le plus général on pourra poser a(t)=b(t)*exp(i a t) avec a bien
choisi pour éliminer le terme contenant la dérivée par rapport au temps —, analyser la
structure de la solution obtenue puis comparer avec la solution exacte numérique et
commenter.
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Résolution exacte pour systeme a 2 niveaux et approximation

séculaire ,
Approximation séculaire: Bf(t) ~ —i(w — wf-)Bf(t) B ‘Wf%| bf(t)
VU 4p?
Avec, pour conditions initiales : b¢(0) = 0,b4(0) = — L

Probléme : résoudre cette équation — en commencgant éventuellement par le cas le plus simple

0= —, analyser la structure de la solution obtenue puis comparer avec la solution exacte
numérigue et commenter.

2 2

Réponse : apres calcul, on obtient: 2/t;w) = T +|;‘EJ(1|1; . sin2 [\/L‘EQA"" (© — o) %]

* Cette solution est fort proche de la formule de Rabi, avec oy -> o;— (et aussi W, réduit
d’un facteur 2; pourqguoi ?)...

* En conséquence, pour ® proche de g, la transition vers I'état « f » peut se faire avec une
probabilité 1 au temps ftrans = % , ce qui constitue une différence essentielle.

e Parrapport a la théorie des perturbations dép. du temps, le temps en lequel la probabilité
dans f atteint son maximum n’est plus 2||wf7:|_w\ (qui peut étre tres grand) mais bien

s

(W ;12
ﬁf; +(sz—w)2

* ll'yadoncune limite intrinseque au phénomene de résonance, due au fait que le
« réservoir » de probabilité dans I'état i diminue au cours du temps => saturation de la

probabilité de transition -> f. 42




Résolution exacte pour systeme a 2 niveaux et approximation
séculaire
Approximation séculaire: 7 - ' ‘Wfi|2
- bp(t) R —ilw = wri)bp(t) = = by ()

. e e ) o : Wy
Avec, pour conditions initiales:  b;(0) = 0,b04(0) = ——7
Probléme : résoudre cette équation — en commencgant éventuellement par le cas le plus

simple m=mg—, analyser la structure de la solution obtenue puis comparer avec la solution
exacte numérique et commenter.

Réponse : Comparaison avec le résultat numérique exact:

1_[.'|b”i(t)| i . Les résultats de I'approximation

' | \ séculaire (trait interrompu) reproduisent

bien les variations lentes du résultat

numérique « exact ». Par contre:

o les oscillations plus rapides ne sont
pas captées par cette approximation

o on observe un déphasage progressif.
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Théorie des perturbations dépendant du temps

Couplage d’un état discret au continu:

Auparavant : transition simple entre 2 L | s> K2
états discrets:

Résultat important : méme avec un

couplage faible, on peut faire transiter

toute la probabilité de i -> f pourvu que = | 9:>

I'on aie hw =~ |Ef — E; 2

o>

Etudions la situation suivante :
Continuum d’états finaux

hw
L

@)
La grande différence est que le continuum d’états doit étre décrit par une densité de niveaux:
p(B, E) telle que la probabilité de trouver le quanton entre une énergie E et E+AE s’écrit

P(E,E+ AE;t) = [ dBdE"p(E', B)(E", Bl1(1))]?

Autre nombre quantique
Avec un peu de recul : les interaction “systeme quantique — environnement” mettent en jeu
un continuum d’états => important de bien maitriser ces concepts 44



Théorie des perturbations dépendant du temps

Couplage d’un état discret au continu:

Pour un état initial |i>, la densité de probabilité admet une expression identique au cas de 2
états discrets :

(£, Bl(t))

E' —FE;
A

2

2 ~ |Wfi|2 (SinAWﬁt

2
ITE ) avec  Awy; =

A(.dfz'

F(t,Awﬁ)

Avec le temps croissant, la fonction F devient de plus en plus piquée au voisinage de Aw;=0,
soit au sens des distributions :

limy oo F' (t, Awy;) = mtd(Awy;) = 2mth §(E' — E; — hw)

Et il vient alors
P(E,E+ AE;t) = 32 [ dBdE p(E', B)(E', BIW|i)|?6(E' — E; — hw)

qui croit linéairement dans le temps. On définit des lors le taux de transitions comme le taux
d’accroissement de la probabilité, soit

W= [dBp(Es = Bi + hw, B)|(Ef = Ei + hw, B|W i) 2

Regle d’or de Fermi ; formule équivalente si ®=0 (facteur x4) 45



Théorie des perturbations dépendant du temps

Remarques importantes:

* Un cas important d’interaction entre un systeme quantique et le monde externe est celui
d’une particule plongée dans un champ électromagnétique appliqué. Le hamiltonien

s’écrit alors ) 1 . . 5 o
= (ﬁ— g A(Z, t)) L V(F) -8 - B(#,1)

2 /. f
Charge de la particule / rapport gyromagnétique (voir cours sur
les moments cinétiques par V. Vlaminck’

red

Energie potentielle usuelle (par B = rotA
exemple, puits coulombien)

* On peut alors écrire ce Hamiltonien sous la forme

2 L o 2A2(% ¢
5. A31) -8 B(zn + LA &

2m

"

0 En général faible car quadratique
en le champ externe

avec un hamiltonien d’interaction linéaire en le champ électromagnétique appliqué :

Hine(t) = == - A1) -5 - B(3,1)

N ~
A Hint 2
Hint,l ’ 46




Théorie des perturbations dépendant du temps

Remarques importantes:

* Dans ce contexte, les transitions considérées précédemment prennent tout leur sens :

E K2 E: | @i >
Transitions induites
entre états discrets :

E, |00 £ s

a b
lonisation Continuum d’états
hw
E;

)

* On ne pourra toutefois pas entrer dans le détail des regles de sélection qui sont fort
importantes en pratique.

* Exercice : Montrer que H, ., implique une amplitude de transition dipolaire électrique de
type ( f|Z|7) ; 'évaluer pour des cas simples
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Théorie des perturbations dépendant du temps

Remarques importantes:

e Dans le hamiltonien particule — champ électrique affiché précédemment, il y a une
dissymétrie importante entre le traitement de la particule (mécanique quantique) et le
champ électromagnétique (traitement classique).

* Enréalité, il est connu que les champs électromagnétiques sont quantifiés et constitués de

photons. Dans une version plus compléete, on a :

i s> 5 | @i > hw
2 | o> . o> RBw
a b
Absorption d’un photon et excitation de Création d’un 2¢ photon a partir d’un
la particule vers un niveau supérieur photon incident et d’un niveau excité

(avec transition -> état inférieur)

* Ces deux mécanismes peuvent toutefois étre correctement décrits en supposant un
champ classique (tant que le nombre de photons qu’il renferme est tel qu’il peut étre
considéré comme « macroscopique »)...
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Théorie des perturbations dépendant du temps

Remarques importantes:

* ... mais il existe un 3¢ mécanisme propres aux champs électromagnétiques quantiques :

E,

Emission spontanée : le photon @

est « auto généré » tandis que la fw = Ly — By
particule transite dans un état \/\/\/\*

d’énergie inférieure, par exemple .

I'état fondamental !!! E, 10,

e => Les états excités d’une particule chargée (ou possédant un moment gyromagnétique)
ne sont pas stables vis-a-vis du processus d’émission spontanée. C’est un des mécanismes
qui contribue a la relaxation des systemes quantiques. Relaxation = retour d'un systeme
perturbé a I'équilibre.

e Puisque les photons forment un continuum d’états, on est proche de la derniéere situation
discutée : transition |i, 0y) — | f, 1), qui permet alors d’évaluer la demi-vie de I'état
excité.

* N.B.: Un tel calcul ne peut étre effectué rigoureusement que dans le cadre de

I’électrodynamique quantique.
49



Au-dela de |la (dé)croissance linéaire

Couplage d’un état discret au continu, suite:

Il est clair que la croissance linéaire (en temps) de la probabilité de transition de |i>-> [f> ne
peut se poursuivre indéfiniment (voir cas de la transition entre 2 états discrets)

Question pour un champion : va-t-on observer des phénomenes d’oscillation « lente »
comme dans le cas de 2 états discrets ?

Pour répondre a une telle question, il faut évidemment soit aller au-dela de I'ordre 1 dans la
théorie des perturbations, soit adopter une méthode plus globale.
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Au-dela de |la (dé)croissance linéaire

Rappel des principaux résultats de la TPDT : (w=0 => pas de transfert d’énergie)
Probabilité de transition vers les états |f> du continuum d’énergie E : Cwp

PO = i [ ABAEN(E, BB AW PF (i) ob Pt g = ()

2
A la limite des « grands » temps, on a P(t) ~ I't ... et donc, la probabilité de survie sur I'état

li>vaut P;(t) ~ 1 — I't, ce qui ne peut étre vrai que pour I't << 1.

Posons K(F) = fdﬁp(E', B)Y{(E, B|W i) |2 et supposons que cette fonction possede un

support AA sur lequel elle varie doucement :

On voit facilement que la croissance
linéaire est établie des que la largeur de
la fonction F — de l'ordre de % — devient
(nettement) inférieure a h A, soit t>>1/A.

La croissance linéaire en temps est donc
valable pour
1 I h
N oK (E;)
On suppose par la suite que la fonction K

satisfait K (F;) < hA de sorte qu’un tel
régime est possible
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Au-dela de |la (dé)croissance linéaire

Modele étendu :

| w(t) > = bylr) e—:‘E;r,-“I:| ¢; ) + J.c;fx be, t) e Eh | x )

= {E, 5}

On néglige les transitions entre les états du continuum

[ n d b A ot~ EXh W b L'état |i> bénéficie d’un « retour » de
: dt df) = x¢ < I ‘ a ) bla, 1) la part de tous les états du continuum

<

. d = E
ih n bla, 1) = e ETEMR Lo | W @, > by(t)
On integre la derniere équation et on injecte la solution dans la premiere. Il en résulte :

d 1 oo ,

—h,-l — — — | da dp’ eltEi—Ee—tV/h < al W i>2b;‘ I’)

— hit) = J L [Cof W g D] by
On intégre sur [3 et on utilise la définition de K(E):

00 t . L,
- o Equation intégro-
. ’ (E;— EYr—1t')h ’
— bty = — = j dEJ‘ dt’ K(E) ¢ blt’)  giftérentielle sur b,
0

0
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Au-dela de |la (dé)croissance linéaire

Modeéle étendu : " 00
On définit alors glE..t —t)= — FJ dE K(E) e'tEi= B)t—tyh
0

Comme étant le noyau de I'équation intégro-différentielle.

On comprend bien que g est essentiellement non nulle pour t-t’ de I'ordre 1/A ou plus petit.
Pour t-t’ > 1/A, I'exponentielle effectue plusieurs cycles sur le domaine d’intégration et
s'amenuise rapidement.

Pourvu que b, varie peu sur cette échelle — ce qui est exactement notre hypothese de travail
(I'<<A) —, on peut alors approximer b,(t") par b,(t) au sein de I'équation ID, et on obtient.

= [0 dt'g(Eit —t')b(2)

Il reste a procéder a lI'intégrale sur t’ pour obtenir la valeur du coefficient directeur de I'ED.
On montre que cette intégrale atteint sa valeur asymptotique des que ¢ > %

i
Avec  Lim | e F=Puidr = i no(E, — E) + i#?(——
t=>o Jo E, — E

f

/

Partie principale Pf dx f(m) = lim,_,q (ffo € dpL(2) +IO+€

T—I0

Et donc, dans ce régime :

bi(t) ~ —L [ dBK(E) [m(E —E)+iP (E{E)} bi(t)




Au-dela de |la (dé)croissance linéaire

Modéle étendu: (1) ~ — 4 [, dEK(E) [76(E — Ei) +iP (55 ) | bi(t)

—~
~

h

- J, < dBK(E) [P (5ip) - imd(E — )+ | bi(1)
En reprenant les équations d’évolution des b, :

0= ST AT Ok bl

on comprend que I'on peut formuler

Jy = dBEK(B) [P (5i5) — ind(E = Eo)| = (| Hine et ) 6.
i.e. un hamiltonien d’interaction effectif agissant sur I'état |i>.
En posant §ff = P f+°° dE— K(E) (1| Hint eff|71) = 0F —in K (E;)
B bi(t) = —1 5E—mK(E )) by ()
»bi £) = 6—5(5E—i7rK(Ei))t b; (0) = E_i%Et_ﬂ'K?(iEi)t

Déplacement de I'énergie de I'état F; — E; + 0 F d{ au couplage avec les
états du continuum (peut aussi étre déduit dans une théorie des perturbations
indépendante du temps) 54



Au-dela de |la (dé)croissance linéaire

Modele étendu : . (t) = o~ # (E—inK(E;))t bi(0) = e_i%Et‘_ K ()

h

Décroissance exponentielle de la population dans 'état |i>

2nK(E;)
_ 2 Tl Tt
Pu(t) = |bz(t)| =e 2 =e
Contrairement au cas a deux niveauy, la
A probabilité ne « rebondit » pas lorsqu’elle
Z{t) e 1 s .
quitte I'état |i>. Le poids a en fait
tendance a se répartir sur tous les
P ? niveaux continus sans retour majeur vers
I’état |i> : irréversibilité.

\ Ceci est le premier exemple que nous
S I W rencontrons en mécanique quantique de
| o
\, | relaxation.
|
|
|
|

ﬂ}Iu—l

|
|
~Y

Pour un systeme constitué de charges
électriques, tous les niveaux excités sont
affectés par ce phénomene... seul |'état
Temps de vie fondamental est préservé (pas de
décroissance possible)



Au-dela de |la (dé)croissance linéaire

Modele étendu : population des états du continuum
_G8E "TK(Ez‘)t

On a maintenant bi(t) — e R R pour ¢ > %
. 1 BB, . 1 JE-E; -8B, r, _
e bla= {8} = —c' 7 HalWlibi(t) = ¢ 5 (] W)
Apres intégration, on trouve asymptotiguement :
1

b(c, = (a|/W 1) X
(@:50) = {alW1i) X F—p—smr

d’ou une distribution de niveaux (apres intégration sur 3)

NE) = o528 o B v L
(E—E;—§E)24 12712 (E—E;—6E)24+2° 2~ 21 (E B, §E)2+ 2717

- N(E) * Distribution piquée en E, + E.

e Largeur Al !!! « I'état |i> peut seulement étre
observé durant son temps de vie t. Lorsqu’on
essaie de déterminer son énergie en mesurant
I’état final du systeme, l'incertitude AE sur le
résultat ne peut étre inférieure a A/t » Cohen-
Tanoud;ji.

|
0 E, + 0 E,
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Résumé

Résolution exacte: souvent impossible. Une formule de référence : oscillations de Rabi

Méthode des perturbations dépendant du temps « brute »: s’applique dans le cas des
niveaux discrets et des continuum... fonctionne tant que I'évolution globale des
probabilités reste modérée

Pour aller plus loin : approximation séculaire dans le cas des états discrets => cycles longs
et quasi périodicité.

A grand temps, les transitions vers le continuum se font de maniere irréversible :
relaxation

En particulier, les niveaux atomiques ou moléculaires excités peuvent émettre un photon

de maniére spontanée (couplage avec le champ quantifié). Il en résulte une largeur
spectrale en accord avec le principe de Heisenberg.
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Probleme : conséquence de la relaxation

On désire reprendre le probleme de la transition induite entre 2 niveaux par application
d’une perturbation harmonique, en supposant que I'état initial est I'état fondamental et en se
placant dans les conditions de I'approximation séculaire... tout en considérant (nouveauté)
que I'état excité peut subir une émission spontanée de rayonnement électromagnétique.

On demande d’établir les équations d’évolution, de les résoudre, de commenter la physique

et d’envisager les conséquences plus « technologiques » en vous placant dans le contexte de
votre choix.
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Partie C : La 2 Révolution Quantique : les
consequences de I'environnement
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Déterminisme en physique

Mécanique

’ classique

déterministe

evolution

Mécanique quantique
(interprétation de
Copenhague)

) . 4 mesure
. déterministe
Systemes
chaotiques ‘
Systemes
statistiques
L lassi
aléatoire classiques
Systemes
statistiques aléatoire
quantiques

A quoi est dii le hasard ???
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Point de vue de N. Bohr (interprétation
de Copenhague)

La mesure physique de |'état ne peut étre dissociée de I'appareillage de mesure,
et cette cohésion doit étre maintenue au sens strict => une description complete
doit donc intégrer la fonction d’onde du photon ET de I'appareillage de mesure.

Suite a la désintégration
radioactive, Le chat est-il
m vivant ou mort ? : tant que je

ne regarde pas, je ne peux pas
savoir...

| i Mais quand se passe la
QU bifurcation, et quels éléments

=T implique-t-elle ?

-® Et le chat la dedans, qu’en
pense-t-il ?
Outre les guestionnements philosophiques, une question plus pratique se pose : “Comment
une théorie déterministe de I’evolution peut-elle aboutir a une mesure aléatoire si

I'appareil de mesure doit étre intégré dans la description ?” ou encore “Qu’est ce qui

incarne les observables hermitiques ?” 61



Déterminisme en physique

déterminist 4 mesure o .
Systemes eterministe I\./Iecanlq,ue.quan’tlc_que |
chaotiques ‘ (interprétation d’Einstein)
O Meécanique
Systéemes ‘ classique
statistiques
L classiques
aléatoire déterministe
evolution
Mécanique quantique
o (interprétation de
Systemes Copenhague)
statistiques aléatoire
guantiques

En physique statistique, le “hasard” est di a une partie masquée / perdue de
I'information... Et si c’était pareil en mécanique quantique ? Notion de variables
caches... invalidées par les experience d’Aspect.



Une bonne experience de physique

Recherche de particules rares et furtives .

4

L'observatoire Borexino au Laboratoire national du Gran
Sasso en septembre 2015.

Besoin de s’isoler au maximum des
rayonnements cosmiques et en general de

I’environnement.

Paradigme du systeme isolé... aussi adopté
par les fondations de la mécanique
guantique et les “early experiments”
(microscopique) ... mais difficultés
conceptuelles des que I'on va vers le
macroscopique....

... Et de nos jours, micro et macro ne sont
plus deux mondes bien séparés
(importance du méso)




Decoherence, system-environment interaction,
OQS

* Since 1970

* Revisited all longstanding problems of quantum
mechanics with a new paradigm : quantum systems
are naturally coupled to some external environment
whose role cannot be ignored.

» Starting from uncorrelated system — detector /
environment state, the interaction between the
system and the environment will build some global

From B. Vacchini entangled state (environment is more than a mere

perturbation)

Interaction with environment

[U) = ci|si) 1 Y1
Zt-: ; 7 ([01) + |92)) |[Eo) — NG (1P1) | Ex) + [42)| E2))
Entangled !
system -« > Coherence has been « delocalized » in the

|54 . o .
larger system (in a basis « invariant » way)...

and this will translate into some effective
decoherence of the quantum system.

“I"Eﬂd}’“

|E;)

N.B.: Such entanglement also applies in Von Neumann
scheme for quantum measurement 64



Decoherence, system-environment interaction,
0QS

* As postulated by Zurek : by interacting with
different states of the quantum System, the

double-
. ‘s..a 511[

screen

environment outcome (in [E;>, |E,>,... ) get the ( lsc

information about this system which can be EM >
considered as a genuine measurement of this beam gun | .
SyStem ml;;f[c[:;.;ce

Analogy with the 2 slits experiment

#L\' AN *_f"/

—_ " and the « which state » observer...
- - (played by the environment)
3 —
v | —%
T ‘//\HJ Quite effective for macroscopic systems

¥

 Environment « measures » the system... and carry away part of its coherence

* This is the reason why a system usually evolves from « quantum like » to « classical like »,
over some decoherence time t, (exemples will be given)
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Decoherence, system-environment interaction,
0QSs

Concepts importants :

* Superposition: |V/) = E Cp, |1y,) chaque état y, est dans I'état total simultanément !

T
* Entanglement / intrication: Pour deux systemes S1 et S2

Intrication < |W) £ [1)1) ® [9)

Si |U) = |y1) ® [1he), I'état quantique correspond a des systémes indépendants
(la mesure effectuée sur I'un n’affecte pas 'autre)

Exemple : état de Bell : [UF) = IU) [1)g + (1)1 ]0)5)

1
Intrication maximale : mesurer |'état du systeme 2 (I’environnement) permet
également de réduire completement la supersposition dans le systeme 1.

1 . . g
En general : (V) = 7 (|U1)y |d1)s = [102) [@#2)5) intrication intermédiaire ;

Iintrication va se renforcer avec le temps.
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Decoherence, system-environment interaction,
0QSs

Concepts importants :

« Matrice densité: On peut écrire () = <¢|O|¢) — tr (OAW)(M)
On définit la matrice densité p := [1)) (1| eton écrit O = tr (OA,@)

Sur la base des |n>, les éléments de la diagonale de la matrice densité sont les poids
“classiques”|c,, |2, tandis que les termes non-diagonaux représentent les interferences.

Normalisation : tr (p) = (Y|v) =1

L'intérét de la matrice densité est de permettre d’effectuer quelques operations qui ne
peuvent étre définie sur un état quantique, telle que :

o laréduction (on integre sur les variables du systéme 2 et on obtient une matrice
densité (dite “réduite”) portant sur le systeme 1

o Les moyennes statistiques sur des systemes qui ne sont pas completement
determines. Ainsi, si chaque état ]wz) est prepare avec une probabilité (classique) p;,
on peut définir (état mixte) .

p =2 il Vi) (Vs 67



Decoherence, system-environment interaction,
0QSs

Concepts importants :

* Matrice densité: Exemple d’'une experience ou spin up préparé dans 50% des cas et spin

down dans 50% des cas :
. {05 0
P=\ 0 05

e ...alors qu’experience ou superposition quantique :
W) =L (N+[) = h=-e

e Dans ce cas

O =tr (Oﬁ) = Zz pi(_)i Moyenne double : quantique ET statistique

111 On ne peut pas “remonter” aux valeurs des p; et aux |y.> sur la base de la matrice
| |
densité “mixte”; il n’y a pas de “base privilégiée”.
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Decoherence, system-environment interaction,
0QSs

Concepts importants :

Matrice densité réduite: Supposons comme annoncé, que le systeme s’intrique avec

I'environnement :
Interaction with environment
Y
(|21) + [2)) |Eo) — E (1) Ev) + |v2)| E2))
Entangled !

1

V2

* Lenvironnement étant complexe, on ne peut en general le mesurer, on peut juste
effectuer des experiences sur le systeme... soit O, une telle observable. On peut alors bien
entendu écrire

Os = 5 32, (Wil Os | )(Ei| Ey)

.

Dans l'espace de Hilbert du systeme Dans |I'espace de Hilbert de I'environnement

* ...mais on perd alors toute la matrice densité
*  On préfere définir la matrice densité réduite ps = 5 D i \EilEj)|v) (| € HZ telle
que O, = tr(psO;) ; il sagit de la partie “observable” du systeme quantique complet.

« On note également pgs = tre (P) 69



Decoherence, system-environment interaction,
0QSs

The system gets intricated with the environment

- \.--/’ ’
“ f \/, - e over time due to their mutual interactions
Z_v-r

— =

— The environment acquires information from the
P : » ” .. :
- various “states” of the system, in a irreversible
way (think about the transitions):

n-

e

(W

TR
& 1

1
2 ()| E1) + |2)| E2))

([1h1) + 1b2)) | Eo) — NG

N.B. : This is completely independent from any observer (moon’s existence does not
depend on whether we observe it !)

* There exists a preferred ensemble of states (in |E;>, |E,>,... ) such that the interactions
with the system leads to progressive (but « fast ») orthogonality (F;|E3) ~ 0, as the
environment acquires more and more « which path » information

Preferred basis or « pointer states »  (E;|F3) e " t,: decoherence time

* Challenge : come with concrete physical models to support this picture and evaluate t, 20



Decoherence, syst-env. interaction, OQS

% ([1) + [¥2)) [Eo) = —= ([¥1)[Er) + [¥2)| E2))

1
V2

Consequence on the reduced density matrix

p=|¥)(Y - ps =tre (|¥)(¥])
Tracing out the
environment

t=0

ps = LB (Jop Y (1] 4 |ha) (Wha| + |901) (o] + o) (401])  bs =

\ 4

t>t4
ps = 5 (J01) (W1] + [¢2) (Wa| + (E2|E1) [¢01) (Wa| + (E1|E2) |12)(¢1])

N[

1 1
11 pure state

c - [’5“%(@10 Nlo)

* Coherence still present at the global level (entangled state)

* Not observable at the « local » (system) level Appears as quasi

* Appears as a « decohered » / classical density (1/2 for classical mixed state
« 1 » state and % for « 2 » state)... in a irreversible way.
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Decoherence, syst-env. interaction, OQS
t > tg

* Disappearance of interferences

 Measurements (and dynamics) in terms of classical probabilities

* ...butin the system states that are the best « measured » by the environment the
so-called pointer states (preferred basis) !

(superselection rule)

Link between decoherence and « suppression »

. Case A: Ground state of double well potential put in contact

with environment...
Assume [11) = |¢;) and |12) = |1),.) are 2 pointer states

1 . (11
GS) = NG ([11) + |92)) PGS = 3 1 1
prob(GS,t =0) =1 — prob(GS,t > t4) = tr(ps(t) - pa
. 1 (11
~u 0 211

Decoherence = suppression 72

0.6

04
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Decoherence, syst-env. interaction, OQS
t > t4

* Disappearance of interferences

* Measurements (and dynamics) in terms of classical probabilities

* ... butin the system states that are the best « measured » by the environment the
so-called pointer states (preferred basis) !

) i superselection rule
Link between decoherence and « suppression » (sup )

Case B: compact state put in contact with environment...
Assumes preferred states : {eigenstates of the system Hamiltonian}

V) = (Vpas|tas) + vpilyr) + -+ +) | Eo)

N >

)
pI‘Ob(GS,t = 0) =pas —» prob(GS,t > ty) = tr(ps(t) - pas)
pas 0 0 1 0 O
~ tr 0 p O 0 0 O
0 0 po 0 0 O

~ PGS
Decoherence : # suppression

: just « reveals » the various components of the initial eigenstate
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Decoherence, syst-env. interaction, OQS

First conclusion from the study of usual decoherence scheme :
v’ Essential to characterize the « preferred states » : maximally robust against decoherence

v" Need to (semi)-quantify the decoherence time

B Hamiltonian H=Hg+ Hp + Hi
ﬁ
Interaction hamiltonian btwn S and E

Usual linear coupling: f[int =g Za S’a 0% E‘a

Time scales :

TS : Time scale associated to the system (indep. Environment)

1
TS ~ AE

B = Heisenberg time (mind if discrete states + continuous)
\Energy gap

TE  Time scale associated to the environment (indep. System)
TR ~ % (for instance)
K
Temperature A
TR - System relaxation time scale resulting from interaction with the env.  (in general z t; !)

When T < Tg: Environnement percu par le systeme comme un ensemble de bruits
aléatoires (chocs rapides) 74



Standard textbook (M. Schlosshauer) results for OQS:

v' 3 regimes:

Consequence for Preferred
States

H=Hgs+ Hg + Hyy

guantum-
measurement limit

The intermediary
regime

The quantum limit of
decoherence.

Evolution of the system dominated PS: eigenstates of H. , (often

by H. . : <& positions)

evolution of the system governed  PS: localized in phase space,
by H,., and H in roughly equal i.e., in both position and
strengths momentum

The environment is slow and the PS: Eigenstates of H
Hamiltonian Hg dominates the
evolution of the system
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La décohérence (modele simple)

Modele simple...:
v" On considére un spin plongé dans un champ magnétique aléatoire

—

v' Le Hamiltonien s'écrit : [ — — [ - E(t) =...=f(t)- &

« Force » aléatoire locale en temps

v' Equation de Schrodinger stochastique : ih% = ﬁ(t)w

v Solution formelle : ¥(¢, {f}) = T exp (—% fot dt’ IA{(t’)) 1 (0)

Produit ordonné en temps
v’ Deux difficultés :

o Calcul concret pour une séquence de forces données.
o Comment se faire une vision “moyenne”

T

... solution pas si simple | Deux moyennes : stochastique et quantique
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La décohérence (modele simple)

Opérateur densité:

v’ On définit 'opérateur p = |1)) ()]

v" L'intérét de cet opérateur est de pouvoir encoder plus simplement les moyennes

‘ A : :
§0> = ((Y[0[y)) = (tr(Op)) = t(0(p))

Moyenne sur les forces
stochastiques

Moyenne quantique

v" On peut donc gérer I'aspect “moyenne sur les forces stochastiques” en
considérant 'opérateur densité “moyenné” <ﬁ> et son évolution

v" Evolution de P :

&h=—tH[Y) (| + £}y H =—%Hﬁ+%ﬁH=—%[?,ﬁ]
[ %ﬁ — N(ﬁ)] Equation de Von Neumann

77



La décohérence (modele simple)

Opérateur densité:

v Pour le spin :

p= 19wl = (

(0
(0

D) e =

Densité de spin up

/
P
Vi,

VY]
Pl

)

Densité de spin down
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La décohérence (modele simple)

Opeérateur densite: Terme d’interférence

v Pour le spin : /

~ _ W . * * ) %) wT¢I)
p=totel = (50 )- (v wp) = ( i 8

1 Terme d’interférence

0= (il Y = (1 D) ot comme e
Wiy {py) Pl (o)

moyennes stochastiques

Plus factorisable 4 composantes

A

Equation dynamique pour (p) : besoin d’hypotheses physiques supplémentaires :
variations rapides des forces et évolution “lente” de <ﬁ>
=> on va réaliser les moyennes stochastiques “localement en temps”

=> Besoin d’un développement a l'ordre 2 en temps pour intégrer les corrélations.
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La décohérence (modele simple)

Evolution a 'ordre 2:

v' Développement Taylor : p(t + dt) = p(t) + dt d‘o 4 et dtz d*p

A ayl dt?
v’ Avec: Z—g = —#[H,p]
= —_H_ = 14
=l (-lape lon )+ L (~Lthpy Lpn ) i
= 5l (—pos ol )+ 5 (50 + 50
. A
- s (2850 — 1%~ pi?)
d”pij — Z = (zﬁz‘kﬁl et — (H?)iwbj1p01 — pradan (H?), )
dtz h2 j J J

kl

1 A A ~ ~ .
= > 3 (ZHz‘kHlj — (H?)irbj1 — 5ik(H2)lj) Pk
kl

v" Moyennes stochastiques : (ﬁ) =0 = ([[A{,ﬁ]) = % =20
80



La décohérence (modele simple)

Evolution a 'ordre 2:

2
v' Développement Taylor p(t + dt) = p(t) + dt d‘o + 55 dt letg Moyenne dépend det

‘ forces antérieurs a t
~ L - 2 2 4\
(0)ij(t+dt) = hg Z ( Hi Hyj) — (H?) 105 — Sin(H )lj) (P k(1)
d(p)s; dt " 1, 1o a0 ).
i - 2 %: (HipHyj) — §<H Yikdj1 — §5ik<H Vg | Pk
v Il ne reste plus qu’a calculer : [ — f( ) T = (fafb) — ”dz d,p OU[N]=s?
‘ Auto-corrélation des
dt forces stochastiques
H2 zk_nzéab : k—nz -0 k—gnézk

T T

« diagonal »

dt , ~ -
ﬁ(Hz’kHlj) = nz(sabggkglbj = Wzafkgu =
a,b a 81



La décohérence (modele simple)

v’ Méta indices: a=1 a=3
/ /
(p) = ( (P)T <p)T¢ )
(P Py
‘ lz =4 '\oz 2
i P2 o 2 =2 0 0
il s |77 o 0 -4 0
P4 0 0 0 —4

Solution des équations :

v Décroissance progressive des termes d’interference : pt(t)

pr(t) + py(t) = cst
= e~ (p4(0)

v’ Conservation de la norme :

pr(t) — py(?)

v' Mélange des populations :

7720 KOl =

—

P1

L2

P3

=y

1 2 0
2 1 0
0o 0 -1
0O 0 O
Termes

« densité »

Termes
d’interférence

= e " py,(0)

—p1(0))

o o O

—1



La décohérence (modele simple)

Solution des éguations :

1 1
v Eatinitial [Y(t=0))= S (IN)+1) = EE=0=| ] I
2 2
) 0 Subsistance des seuls termes « classiques »
v Aprést>>nt: (p> (t) ~ (quoiqu’aléatoires): probabilité de trouver

0

le spin up ou down)
v' Décohérence quantique < diffusion statistique.
v' Comportement générique => aussi vrai dans le cas de 2 spins intriqués

v’ Toute la question est la maitrise de I'échelle temporelle 1/n (temps de relaxation)

# Besoin d’un modele plus réaliste
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Decoherence from syst-env. interaction

Quantitative model :
Infinitively massive object, cm : x H=Hs+ Hg

. P | |
\/Z: - /%\ Reduced density matrix pg(x,x’)
Scattering

T" -~ environment

Some snapshots of the derivation...
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Préalable: Théorie de la diffusion

Onde défléchie par le H, ,; on a k=|k;| (conserv. Energ. )

(Onde sphérique modulée par le facteur directionnel f :
Onde amplitude de diffusion)
incidente

0
. Détecteur

tkr

. ) . . . EZ_’ e
Fonction d’onde stationnaire : ) oc "™ + (6, p)
Vision dynamique : on transite en permanence depuis 'état initial (onde plane) -> état
diffusé, avec un taux de collision régit par la section efficace.

Section efficace o :

v’ nbre d’événements par unité de temps = flux de particules incidents ® (m=2s1) x ¢ (m?)
v" & Traduit donc 'ampleur de I'interaction

v’ Section efficace différentielle (par unité d’angle solide): j—g = |f|2
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Préalable: Théorie de la diffusion

Diffusion d’un état entrant/initial en t=-00 -> un état sortant/final en t=+o0 :
in) — |out) = Slin)

Définition de la matrice S.
I’évolution préserve la norme : (out|out) = (in|ST - Slin) = (in|in) = ST. 5 =1

Onécrit: S = [ + 41" =>l'unitarité entraine alors 77T +{(T — TT) =

N

Aucune diffusion Diffusion effective
(vers l'avant)

Transition de ¢’ >

qTlq) =

S(E -E)f(q,q

Sg—d)f (Q;Q’)—grﬁm f

2mhg

Conservation de I'énergie (diffusion sur un
objet massif)
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Decoherence from syst-env. interaction

Quantitative model :

.. Infinitively massive object, cm : x H =Hs+ Hg H Hint
“ X\ \/ /" Reduced density matrix ps(x,x’)
/ \Scattermg
'\7 (S / from
B K - environment
’ A /\ Some snapshots of the derivation...
before after
Etat quantique de l'objet |x{:ﬂ:)} 7 de recul
) |)
IX1)
¢

Etat quantique de I'environnement; I'état final dépend de |x> (intrication !)

2) ve) — S o) i) = [2) Sz i) = Jo) [x()) avec §, = o~ 42/hgeia =/,

(translation de I'opérateur S, défini en x=0)
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Decoherence from syst-env. interaction

opérateur densité ) ) o

“avant collisions”: p(0) = ps(0) @ pe( ]dm/dm ps(@, x' 0)|$>< |® |X1} il
(pas d’intrication entre systéme et environnement) systeme EnV|ron
opérateur densité

opératewrdensite = [ da [ e’ s, @', 0)fa) (@] @ (w)) (x(a)|

apres collisions”:

Lenvironnement emporte la coherence du systeme

opérateur densité réduit

“apreés collisions”: ﬁs — ng — fd$/\dmrp3($$F0)|$><$I|\<X($I)|X($)>
|
Recouvrement (Voir aussi planche 71)

J

Soit aussi ps(x.x’.0) — ps(x,x',0)(x(z")|x(x))

Il convient maintenant d’évaluer I’evolution du recouvrement...
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Decoherence from syst-env. interaction

Modele pour le recouvrement...

X(@)Px(@)) = (6l S8 i) = Tre {pe(0)SE 82} ot pe(0) = |xa) (il

N\

De maniere plus générale: distribution de particules dans un volume V, avec densité de

Etat initial environnement

uantités de mouvement g : 2mh)? .
a A ey = ?;,_) > w@)g) gl
qeQv p/hase
(27h)* ~ &t & |
(x(@')x(x)) = —— > u(q) (@S5 S [q) _ igx/h o |~
Vo= =€ x [q)
Qﬁ'ﬁg ~ —ig-x'/h ot —igle—=") /R & i/ /h |~
= L—) Y ulq) (Gemia=/hglemia (=) /g daa/h g
qeQv
2mh)3 ig-(x—x')/h )~ &F . —ig-(z—x")/B & |~
= BT S gpee (o) g Slemia(e=2)m5, g
qeQv

On insére ensuite [ = > qcqy 14)(d'| dans la chaine =>

(@ 18) = Xoeqy (@1S5e DM@ (7 151d) = Ygreq, €9 ¥V M(G|S513)(d S0l @)

Probabilité de passage de q->q’89




Decoherence from syst-env. interaction

Modele pour le recouvrement...

2 h (q—q’ ) (x—x’ ~I &~
@ x(@) = 22 N i) Y et q”f ANk

qceQyv qQ'EQv

Premier constat physique : x et x’ balaient |la densité définissant la position du cm de l'objet.

Plus I'extension sera grande et plus |x-x’| sera grand => somme fortement oscillante =>
moyenne nulle => perte de coherence...

La coherence sur de grandes distance s’avere bcp plus “fragile”
On remplace maintenant G, — [ 4+ 4T

L 1(19010) 2 = |(119) 2 +i @1d") (@ 1T1) —i (@I7113) (@ 114) +11T10)

\ -

" s~

(5q,q’ 5q,q’Tq’q 5q’quJ,q

L X =l Y e )P
q'€Qv / T q'€EQv Yda

X 10
Véritable diffusion

Pas d’evolution  — _ (i _ , 7 n P
(="avant”) ( )q’q Zq €EQv [(d'|T|q)|
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Decoherence from syst-env. interaction

Apres —avant :

Aps = —ps(z, ') x(@)) —1)

qEQV
= —ps(z,2') ) @) (1 - D OO (| Tg)
. . .. €EQv q€Qv
Trois operations résiduelles :
» Passage au continu : (2;}1 — /dq

'IEQL
L os(@ o' t) - ps(x,a’,0) = —ps(x,2',0)
/dqﬁi(Q)(Zrﬁ) /dq ( ella=a')(=- “’“)m) )<q

> expression des éléments de T: (q|7'|q’) = ——0(E— E')f(q,q)

La 6%(E-E’)->8(E-E’) x t (cf régle d’or de Fermi) => en divisant par t, on obtient un taux
d’evolution de ps. La 6(E-E’) transcript que I'environnement n‘'emporte pas d’énergie au
systeme... juste de la cohérence

Ty — 1 N da df " .
> Densité d’états :  /1(q) = 1w\ o(q) dgdn avec [ dgqp(q) = densité vqumlque91



Decoherence from syst-env. interaction

Quantitative model : = ﬁS 4+ I‘}E 4+ ﬁ]int

Infinitively massive object, cm : x

Reduced density matrix ps(x,x’)

“v' A
NP A A L}
l — Scattering ,
. . . . +
— L s " from Wigner density Wg(X = 5%, p)
1 — Y .« environment T
e i/\L K Fourier conjugate of X — X’
’ | ¥
Ops(x,x',t
pS( — ) — _F(X o X,)pS(Xv Xla t)
ot 7
Decoherence factor:
d’fbd'ﬁ;’ ig(h—h")(x—x' - A
F(x—x') = /dQP(Q)U(Q’)/ I (1 — el )/ﬁ) |f(gi, git)[?
T \ )
|
do A
Problem : check the dimension of F dS2(n,n’)
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Decoherence from syst-env. interaction

Quantitative model : = ﬁS 4+ I:IE 4+ ﬁ]mt

Infinitively massive object, cm : x

Reduced density matrix ps(x,x’)

® -
A\ YR ‘
l . | T scatte ring

Wigner density Wg(X = xle , D)

T N — Y .« environment T

. ' Fourier conjugate of X — X’

/
BT = =Xl

Decoherence factor:

F(x —x) =qup(Q)v(Q)/dndn (1—6“"’(’:*_&’)'("_"’)/’1)\\f(qﬁ,qﬁ’)l2

A J
/
do
dQ(,n’)
Short wave length (A << Ax) Long wave length (A >> Ax)
I
|
F(x —x') = Tot I~ [ dgp(q)v(9)q° Turansp(q) X (x — X')?~ k(x — x')?
|
Total collision rate i Supprime la coherence a grand x-x’ : classicalisation g3



Background and Motivation Selected results and facts from 0QS Quarkonia as 0QS
Standard textbook (M. Schlosshauer) results for OQS:
v" Decoherence :

10 10 0.0005
__ t=10 fm/c
_a 0.020
S . - 0.0004
) )
| - 0.015
~7 = - 0.0003
o 0 L 0.010 ~ 0
- z - 0.0002
S . 0.005 5
—)
0.0001
T=400 MeV 0.000
~10 » . : ' ! ~10 0.00001
. -5 5 ~10 =5 0 5 10
0 L =1 — L2 s (fm)
_ / / —A(z—2")?t
t=20 fm/c 0.00030 ps(z,a’,t) ~ ps(z,2’,0)e
5 L 0.00025 * Compactification along the short diagonal
= « classicalization »
= - 0.00020 4 1 1
o= L [} Y
= 0 d Az)2 TMnp (Ax)?
- - 0.00015 r(Az) f np (Az)
. 0.00010 Einstein relation Single part. relaxation rate
0.00005 riingle singl 2
R gle Ath
ti~ " agz ~ TR X (22)
~10 0.00000 22,
10 -5 0 5 10

S (fm) 94



Decoherence from syst-env. interaction

Quantitative model :

E. Joos, H.D. Zeh, C. Kiefer,

Poussiere Agregat moleculaire Molecule complexe Giulini, K. Kupsch et 1.0.

(1073 em) (10-5 cm) (106 cm) Stamatescu, Decoherence and
the Appearance of a Classical
Dans I'air 106 s 1032 g 1030 g World in Quantum Theory,
Springer-Verlag, 1996.
Vide de laboratoire 23 19 17 Deuxiéme édition : 2003.
6 - 107 s 107's 107" s (ISBN 3-540-00390-8)
(10" molécules par centimétre cube)
Vide parfait + éclairage solaire 102 s 1017 s 1013s
Vide intergalactique + rayonnement 3K 10°s 108 s ~ 11 jours 1012 s ~ 32 000 ans

Chat de Schroedinger ?

Projets possibles :

» Approfondir I'un des cas du tableau ci dessus afin de comprendre 'ordre de magnitude
du temps de décohérence

» Evolution d’un paquet d’onde pour un cas usuel de la mécanique quantique (en
I'absence de potentiel, + potentiel harmonique) ... en présence d’interaction avec
I'environnement.

» ... Conséquence du couplage a I'environnement pour votre systéme quantique favori
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Decoherence, system-environment interaction,
0QS

Limitation importante:

La décohérence ne résoud pas le probleme des aspects aléatoires des “résultats” de
mesures.

En gros, elle explique pourquoi le chat ne peut pas étre vivant et mort a la fois, mais ne
permet pas d’expliquer ce qui fait gu’on l'observe vivant ou mort !
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Partie D : reponse aux prob

emes
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Th des perturbations dep du temps

1. Soit un dipble plongé dans un champ électrique variable (périodique) dans le temps. On
supposera ici que le dipble est aligné sur E en permanence. La distance relative entre les
charges + et — est décrite par un hamiltonien harmonique.

o Quelle stratégie mettre en ceuvre pour faire passer le dip6le dans son premier état
excité ?

o ..idem pour le 2°® état excité.

o Estimer, pour une source réaliste, le temps associé au « cycle long » (cf approximation
séculaire) en estimant que les transitions se font majoritairement entre |’état
fondamental et le premier état excité.

N.B.: dans cet exercice, vous vous attacherez au calcul explicite des éléments W;..
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Th des perturbations dep du temps

1. Soit une molécule associé a un dipole électrique plongé dans un champ électrique variable
(périodique) dans le temps. On supposera ici que le dipole est aligné sur E en permanence.
La distance relative entre les charges + et — est décrite par un hamiltonien harmonique.
o Quelle stratégie mettre en ceuvre pour faire passer le dip6le dans son premier état
excité ?
o

N.B.: dans cet exercice, vous vous attacherez au calcul explicite des éléments W;..

ma, 1/4 _1 may 2 maw 1/4 mao. _Llmeg2
Po(x) = (F) e 2h - Q) = (F) \ 7 2xe” 2
E.(x,t) = Eycos(k(x — ct))

_ % Keik(a:—ct)} e—z'k;(x—ct))

Terme le plus efficace pour faire passer de Ei -> Ef>Ei

Pour passage -> le premier état, 'optimum est donc de considerer w~®,. La partie spatiale
du potentiel vaut donc Ey - dexp(ikx) = Egqx (cos(kx) + isin(kx))

=> Les éléments de transition s’écrivent donc :

Wi = % fj;o dzxgt(x)x (cos(kx) + isin(kx)) ¢o(x) Seul le cos contribute ! N



Th des perturbations dep du temps

Du coup, effectuons quelques estimations. Pour une molécule, on va supposer une énergie
hwo ~ 1eV =~ 210712 J

—19
Onadonc wp~ 2L ~ 2 x 10071 => k = 2R % x 10" m~1

Pour x, on a des tailles de 'ordre du nanometre. Deés lors, on peut considérer, que lI'argument du

cos est quasi nul => 7.~ 950 f:’; dz oy (x)xpo(T)

>y

+0o0
Toutefois xpo(x) = % mzo d1(x) = Wy = qfo 1/ mzo / dzgi(x)d1(z)

=1
On sait par ailleurs que 4/ miwo = /{x?)g , la taille du dipdle dans I'état fondamental.

On en deduit que W  ~ i\ /{x?)o q E Les transitions d’état pair <-> impair se font donc de
maniere assez efficace.

Pour la transition de 0->2, la piste naturelle consiste a appliquer une fréquence double. Dans
I'intégrale sur x, le terme en cos(kx) engendre une contribution nulle. On doit alors explorer la

2
contribution du terme en sin(kx), qui sera affecté par une « pénalité » LiCS 2>1 par rapport a
la transition 0->1. V (z%)o

;e ?
° S %

res idee
paut 100



Th des perturbations dep du temps

Estimation réaliste de W, : On suppose que la molécule possede un moment dipolaire de
I'ordre de 1 Debye (~ 103° Cm). Soit une source de puissance P répartie sur une surface S. On
peut par exemple considérer le cas d’un laser de puissance 100W dont le faisceau est réparti
sur 1Imm?, soit un flux de puissance de ®~10%8 W m.

Ce flux est égal au vecteur de Poynting, qui représente typiguement la densité volumique de
puissance électromagnétique (g, E?) x vitesse de la lumiere. On en déduit

4

1

By ]2~ 10 ~ 0.2 x 10°V - m
0 €0c  V/Bx10-12x3x 108 0 0°V

Et donc
Wioa~1073Y x 0.2 x 10° =~ 2 x 10726 J.

Le temps de cycle long vaut dés lors —— A 6x107%% 3x 107 8s
P Y g Wio —~ 2x10-26 ~
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Probleme : conséquence de la relaxation

On désire reprendre le probleme de la transition induite entre 2 niveaux par application
d’une perturbation harmonique, en supposant que I'état initial est I'état fondamental et en se
placant dans les conditions de I'approximation séculaire... tout en considérant (nouveauté)
que I'état excité peut subir une émission spontanée de rayonnement électromagnétique.

On demande d’établir les équations d’évolution, de les résoudre, de commenter la physique

et d’envisager les conséquences plus « technologiques » en vous placant dans le contexte de
votre choix.
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Probleme : conséquence de la relaxation

Soit un état fondamental |0>=]i> -> |f>

= Wi it

: Wi i, — . I

2h

~ . .1" s
On va absorber le nouveau terme en posant bf — t0E—ig)t bf auquel cas la premiere
éguation se simplifie en

gf _ _z?;fi gilwsimw)t o iOB—if)ty
s _
On pose wy; = Ef+5Eh” b , ce qui correspond a un état excité |f> dont I'énergie est
déplacée dans le plan complexe. On a alors
gf _ W ei@ri—w)t
2h

Par ailleurs, on écrit

= Wi mepin iy, - Wi s
2h 2h

On obtient ainsi un probleme de la transition induite en remplacant simplement

E E E —iL
= Ef+0E —i5 103



Probleme : conséquence de la relaxation

* On adapte alors simplement la relation

2 2_
Pt w) = |W1f| sin 2 M+(m — s)l_[
if \ 52 r 5

|W;f|2 + i (w — (uﬁ)z

gui devient :
Weil?
P@f(t,W) _ - ‘ f | % e—Ft v
(Wgil?2 + %124+ (Ef + 6E — E; — hw)?

12 2
sin? \/'M;J;’E' + 1 + (Ef+0F — E; — hw)?

DO | =

* Principales modifications :
o Lafréquence optimale est modifiée a cause du shift (pas un grand souci).
o Dans le cas ou \sz| < hI', la probabilité maximale de transition est fortement
réduite et advient en un temps nettement inférieur (plus complexe a controler)

104



Probleme : conséquence de la relaxation

* Application technologique : On peut reprendre le probléme précédent pour une
estimation de WHfi, et s’inspirer de quelques spectres trouvés sur internet pour se faire une
idée du temps de vie et du I" associé :

Gez carbonique [COZ)

Radiation Transmitted by the Atmosphere
1 10 70

L n
Downgoing Solar Radiation Upgoing Thermal Radiation
70-75% Transmitted 15-30% Transmitted

A“M//“ [ e M ™ 0.2

Spectral Intensity

&
Percent
o ® &8 & 8

- e - I ] - R
2
—%
~—
. e
/)
/’/

2
c
u Carbon Dioxide
e &
E. : | A Oxygen and Ozone
@ A ‘ Methane
é ) l L N Nitrous Oxide
l Rayleigh Scattering
0“ . . - T T
4 8 8 10 2 1 18 0.2 1 10 70
Microns Wavelength (um)

AN=0.1pym = Ak = - = Aw

f
~ I

Q
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