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Rappels

Ce que nous avons appris precedemment :
Tout systeme physique possede fondamentalement un comportement
ondulatoire
Laspect corpusculaire se manifeste au moment de la mesure

La relation de de Broglie fait le lien entre onde et I'impulsion du corpuscule

SO h = 6,62606896.10"°* J.s
— h
b, h=— =1,054571628.10"°* J.s

2T

La mesure perturbe le systeme

Principe d’incertitude (d’indetermination) de Heisenberg
4 )

AzAp > g AtAE > g AOAT > g

- J

UE D PAQ 2022/2023 3 LT



Premier Postulat : Fonction d’Onde

L'aspect ondulatoire implique :

( h
ler Postulat : A un instant f,, un systeme physique est décrit par la donnée

d’un ket |y(7y)) appartenant a 'espace de états &. |

& es un espace vectoriel, dimension discrete ou continue (espace de Hilbert)
Une propriete fondamentale est le principe de superposition (linéarite)
aly) + flyy), a, p € C,est un ket. Il existe un produit scalaire euclidien

(w1 lyn) € C

Un ket peut étre exprime en fonction des ses coefficients sur une base
orthonormale. Par exemple la base de I'espace de positions | x) avec

(x|x) =d(x—Xx'):
) = W | ) avec ) = (0

La probabilité de trouver le systeme dans une région de I'espace est

P(Q) = J | (y|w) °dx = J lw(x)|*dx Probability density :
2
0 5 p) = [y lw) |7 = w* Oy (x) pagsy
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D’autres bases sont possibles

Une autre base pourrait étre la base des impulsions (ondes planes) |p) avec

1 px .
|p) = “e_’p7 | x)dx etdonc (p|p") =d(p—p’) et Relation de
2nh De Broglie

¢,(x) = (p|x) = Feipxm (onde plane en une dimension)
2nh

Du coup, pour un état du systeme |y) avec des coefficients y(x) dans
'espace des positions, les coefficients dans I'espace des impulsions sera

+00
(p) = J w(x)e™ P dx
V2ah J-co Densite de probabilité dans
'espace des impulsions:
etinversement p(p) = [ wlw) I = 7 (p)ir(p)
p(x) = J y(p)e™"dp
\ 27h J - Valable pour tout parametre q

lie 2 une base orthonormale

d_nd
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Deuxieme Postulat : Observable

( by . I 4 . N
2¢me Postulat : Toute grandeur physique mesurable A est décrite par un

opérateur A agissant sur la fonction d’onde. Cet opérateur est appelé
_ observable.

Exemples d’observables/operateurs :
A A a
position : X (x) = x¢p(x) impulsion: P = — iha—
X

A 0 1 .
_ : ipxlh ) _
|) Ondes planes Pg,(x) = —ih e? = PP, (x)

ox \/ 27h

= ondes planes : base propre de 'operateur impulsion

2) Observables des grandeurs physiques

= valeur propres existent et sont reelles

= opérateur Hermitien O'=0 : diagonalisable, valeurs
propres reelles et sous-espace propres orthogonaux

= Les vecteur propres forment une basse, et il existe une
transformation unitaire U pour rendre Q diagonale

d_nd
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Observable Energie cinetique

Par analogie avec la physique classique, 'observable
energies cinetique K est déefinie comme :

, P2 —n?
K=—= et du coup les ondes planes
2m  2m 0x?

sont egalement propres :

2 —hz az¢p(x) _ p2

. P?
Kp(0) = %gbp ) = 2m  0x? 2m

IIIIIIIIIII
Breta a Loire



Principe d’incertitude (d'intermination)

[P, Xlw(x) = —ih Oxy(x) + ihx W) = — ihy(x)
ox ox
P.%| = - in

Les bases orthonormales associees sont «difféerentes». Nous ne pouvons pas
connaitre pour un état |y) avec précision infinite la position et I'impulsion

1 G )2

Exemple numérique avec la gaussienne p(x) = )

\/ 2o’
1 _(x—x())2 _
w(x) = e~ a2 e iPoX/h
(2mo2)1/4

~ _g2 (P—P())2 h h
w(p) = (Uf/(Zﬂhz))me * #2  donc Op = z » Op X O = 5

X

d_nd
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Déemonstration du principe d’'indetermination

Grandeurs physiques XY= x pr = p I’S, a — _ iR
‘W) Par simplicité <l//‘ X| 1//) = () <l//‘ }3 | l//> =20
py=F+iaX)ly) I€R  (bld) 20
(Pl) = (W@ —iZX)(P +i2X)|y) > 0
(p| (P* + idPX — i2XP + 22X?) |y) > 0
(w| (P* +iA[P, X1+ 22X |y) > 0
(w| P*|y) + Al + 2%y | X* ) > 0 Z

n
AP? + Jh + 22AX? > 0 P2><AX22T

IMT Atlantique
Bretagne-Pays de la Loire
Ecole Mines-Télécom
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Mesure des grandeurs physiques

oy . i
3éme Postulat : A chaque mesure d’'une grandeur physique @ associée un
operateur Q) la valeur mesureée doit étre une valeur propre g

. J
 4éme postulat : Lors de la mesure d’une grandeur physique @ la :
g physiq
probabilite de mesurer une valeur propre ¢ avec une densite de
.y _ 2
_probabilité d& = |y(q) |~ dq )
Olg)=qlq) Si Q = QJr , g est reel et les vecteur
propres sont orthogonaux
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Valeurs moyennes

La valeur moyenne de une serie de mesures de la grandeur physique @ sur le
méme état quantique |y) sera:

(@) = (w|Qly > = (Jl/f*(q)dqwl )IQI (Jw(q’)dq’lq’>> =
(Jvf*(q)dq(czl )(qu(q’)dq’l q’)) = ”qw*(q)w(q’xq | ¢"Ydgdq' =

Jq lw(q)|*dqg

IMT Atlantique
Bretagne-Pays de la Loire
Ecole Mines-Télécom
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S5eme Postulat : reduction de la fonction d'onde

(" A . ’ . T4 h
5éme Postulat : Si la mesure d’une grandeur physique @ est g sur |'état

|y), I'état ket du systéme apres la mesure devient | g), ou dans le cas

des etats degeneres, I'etat ket du systeme apres la mesure devient la
projection de |y) sur le sous-espace propre associé a q

.

Mesure @

hl/avant) — h//(to» ‘Wapres> = |q)

d_nd
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Opérateur Hamiltonien

Hamiltonien d’'une particule de masse m
dans un potentiel scalaire

IMT Atlantique
Bretagne-Pays de la Loire
Ecole Mines-Télécom
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Evolution du systeme avec le temps

(" n y 7 . ) J4 r e h
6¢me Postulat : Lévolution dans le temps d’un état | /(7)) est régie par |
equation de Schrodinger :

2L L) = B0y ()
! i 174 = 4

ou H(?) est 'opérateur Hamiltonien (grandeur physique énergie totale

du systeme
. J

Pour les états propres de opérateur H independant du temps :
H|yy) = E|yy) 'évolution temporelle devienne

L d -
th—wp®) = Hlyp(0) = Ey1))
et du coup

(D) = e wE0) [y(iy))
Il s’agit d’'un etat stationnaire donc la probabilite

(X, O % = |yp(x, 1) |°

Phase globale arbitraire '/

Equation de Schrodinger independant du
temps H|yg) = E|yg)
VYV
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Conservation des grandeurs physiques

L’énergie total du systéme est (H) = (w(?) | H|w(®))

d{H) _ d{y(@®)|H|y®) _ dy®) B1w®) + (WOl

At At dt
Ay o dlv@) _ dy@1 o dlv0)
I At dt dt

Si Popérateur O commute avec H [PAI, Q] =0

alors la grandeur physique @ est conservée

Autrement d<§t>(t) = — %([Q, ﬁ])

UE D PAQ 2022/2023 |5

d|w(1))

dt
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Solution a I'equation de Schrodinger

Equation de Schrodinger indépendant du
Etat du systéme a 1y |y (%)) temps H |yg) = E|yg)

|y(2)) ?

d A ;
ihE [y (D)) = Hlyg() = Elyp(®)) —>  |yp®)) = e #5070 |y(ty))

Décomposition spectrale a £,

[y (1)) = [1/7(E) |y dE

[ y(1)) = [v?(E)e-%E(f-fo) | y)dE

(welw(ty) = [1/7(E’)<l/fE |y )YdE' =

Jl/'"f(E’)ﬁ(E — E)dE" = y(E)

IMT Atlantique
Bretagne-Pays de la Loire
Ecole Mines-Télécom
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Propagation d’'un quanton libre

Quanton libre (V(x)=0) mesure a t=0 a la position Xxo avec une impulsion po :
Probabilite de presence (ID avec incertitude de la mesure : 5,.)
1 _ (z—=zg)*? - 20‘% _203;(19—190)2

(@, 0)f* = e 7o [P0 =/ =g

Equation de Schrodinger :

N 2\ 1/4 o2 (p—po)2 . 2
Bty = (22) e e

Th?
Propagation du quanton :
4 (m—xo—%t)Q )
o 2
o = — 1)) :
\/27m§ (1 + (2722%) >
\_ ) Quanton libre

Deplacement moyen classique :
_ . bo _ o
@) =zo+ 2t (v="")

m 2 . . .
, ht Raison : incertitude
Elargissement de la E-O.: 0, (t) = g.4/1 + ST sur |a vitesse
maog VY
UE D PAQ 2022/2023 |7 i
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Si I'energie est discrete

Equation de Schrodinger independant du
Etat du systéme a 1y |y (%)) temps H|y,) = E,|y,)

|y(2)) ?

d . ,-
ih— 1y, 0) = Hly,(0) = E,lw,(0)  —> [y, (0) = e 50 [y (1))

Décomposition spectrale a mioo
n—oo < . _
v lw(to)) = 2, CulWh W) =
) = ), culw) ” B
n=0 m-—0~o0
ol i c,0 =C
() = D e # 0 [y,) HZ() .
n=0

d_nd
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Connexion avec la physique classique

Quantique

| w(1))

Grandeurs Physiques
Az, L?, {Z, K, ...
X, P, ...

Classique

(X)) = (w® | X|w()
(PIm)(t) = (w(®) | PIm |y (?))

. P .
H=—+4 V(x)
2m

L d A
lhz | we(D) = H|wg(1)) = E|yg(D)

UE D PAQ 2022/2023 19

> x(7)

> V(1)

dv(t) _po_ dV(x)
dt dx

m

IIIIIIIIIII
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Theoreme d’Ehrenfest

(X, H] = [X,P’/2m) = —P* = o dX0 .
m = (P)/m
dt
A . A dV(X) . A
|P,H] =[P, V(X] = ——— = d(P)(?) dV(X)
dX —> = —
dt dX
Lois de Newton!
4. nd
UE D PAQ 2022/2023 20 o e



Transformation unitaire

Conservation du produit scalaire et
de la norme. Transformation entre

-1 = it -
v =v U'U=0U"=1 bases orthonormees
) =Ully) ) =Ullw)

TAAERALAUATAERANAD, Si U et V unitaires, UV

est unitaire
Si A opérateur hermitique alors En 3D et nombre reels, les
T—=e¢lA=11iA+ . estunitaire transformations orthogonales
TP — p—iAT A _ e—er+iA — 1 car sont de transformations unitaire
(A A1 =0 ’ (rotation, parité, ...)
Dans une nouvelle basse
2 U = 65 'opérateur Q s’exprime

comme UQU"

d_nd
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Courant de probabilite

. . —lh oo AY(X, 1) dy™(x, t)
jx) = —— ((w (—— —y& )—" )
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Solution equation de Schrodinger

Une autre fagon de voir la solution de I'équation de Schrodinger

L d A ~
zhzm(t)):H(t)W(t)) > |w (D) = U@ |yw())

/'

Opeérateur unitaire évolution temporelle

/

l

() = 771 W(1y))
I A
|ty + A1) = w(ty)) — %HAf |y (1))

IMT Atlantique
Bretagne-Pays de la Loire
Ecole Mines-Télécom
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TDI : Particule quantique en repos

Si repos veut dire I'état | p) avec p=0 état avec une probabilité
spatiale par tout dans l'espace

1 .
D,(x) = (P|x) = e

\/ 2rh

Dans un espace limité (par exemple x € [—a/2,a/2]) I'état p=0
n’existe pas (voir le puit carre infini)

Si repos veut dire (P) = (| P|y) =
alors une multitude de etats du systeme sont des etats en repos

Supposons des états avec une distribution spatiale gaussienne et
particule libre (V(X) = O)

UE D PAQ 2022/2023 25
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Particule en repos gaussienne

1 _=x? 1 _-x)?

p(x) = e 2’ » Y(x) = e 42

Vo= @2no?)"

1/4
(2N e
— e *n
PP 2h?

i +oo ) 202 V2 oo -
(P) = v (p)pp(p)dp = | — pe P =0

nh?

— Q0

h? 2m dmo?

— Q0

1/2
R +00 2 262 +00 _ 2 hz
(H) = J 1/7*(1?)—5 W(p)dp = ( : ) J L -2aipiin®
— 00 m

. . h?
(P) = 0, et (H) = £ 01
dmo?
4 4
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Applications humeriques

Balle de tennis
Atomes d’un gas
Atomes froids
Electrons dans un metal
Electrons dans 'atome
Nucléons dans un noyau
Quarks dans un proton
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TD?2 : Particule dans un puit carre infini
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Le puits carré infini

|.a balle de tennis entre deux murs

PRCRIVET = /(1) = 0 si x € [0,]

we(x >a) =0

_—

wpx <0) 0
dx

F

Vel B it e B
TITHHET : 11

e

we(x >a) 0
dx

n? d*yi(x)
2m  dx?

= Eyi(x) dans 0 < x <L a

INnteressant :
PONG
guantigue



Etats stationnaires du puits carré infini

h? d2y(x
— VE) = Eyi(x) dans 0 <x < L
2m  dx?
_es conditions de contours vont : < 2mEX> ( 2mEx>
N We(x) = Asin + B cos
provoquer la quantification de
‘energie

yp(0)=0—->B=0
L'énergie ne peux pas etre nulle. Il'y a

une énergie mlmmgébe i I V/omEa 3
s wr(a) =0 — 7 =
Donc une impulsion minimale™
2h2 h2
n2 —
Dans un état stationnaire, la particule " 2ma2 8ma?
est un peu partout dans le puits, 5
. . 2
Normalisation : (pp(x) ["dx =1 =——3p A= \/%
Jx=0




Ftats propres du puit carré irffist?: 109900 190p

We(x), 36E,, 6p,

( ) . nmix
X) = — S1Iny ——
l/jn a da l/fS(X), 25E0, 5[90
" 8ma? 0
h l//3(X), 9lz()a 3]9()
=—n=n
Pn 24 Po

. . ,4E,, 2
|'équation de Schrodinger Va0, 4o, 20

independant du temps a été

4 l// (X), E ’ p
résolue. : 0> £0




Energie minimale Energie thermiqL%

La balle de tennis et | elect@@ 12 /8ma> ko T ~ 4 x 10721 §
m=0.1 Kg eta =1m . m=9x10-3" Kgeta=10nm_ |
= O

=

-

p X

©

E =

)

| O

| 0p)

&1

de couches monoatomiques | 3

successives (~dizaine) en sandwier

kgT ~ 4 X 10721 J - Ap ~ 3 X 10~ Kg m/s entre deux semi-conducteurs.
E,=4x107°] kT ~ 4 xINQERIGris Quantiqug 10726 K
— —22
po =3 x1073* kg m/s Eq=35x1077]

Po=3x107%° kg m/s

1023 etats disponibles!!!




Solution générale de la particule dans le puit
de potentiel

o0 >
Y, =Y a, \/%sin %

n=1

" 2 [ nax
a, = | Yx,01/— sm(—)dx
/ Jo A a

Nombre imaginaire




eigenprobability

Réduction de |la fonction d’'onde "o,

. ition av
Mesurg de la position avec w (%), Ey, Po
résolution melilleure que la
fonction d’'one «deétruit» la
fonction d’'onde a une nouvelle

fonction
e ('est la réduction de la fonction Mesure de |a sition 3 x=05

d’onde Betectelr : O]

* |l est impossible de mesurer
sans perturber la mesure le(xat = 0), <E> > EO

fun wave function decomposed probability

* Plus facile a comprendre avec
le spin

Cours de Guillaume BATIGNE




Application numérique : fonction d’'onde
gaussienne

(x — 0.5)2

|
[p(x) |* = e 2%
2mo

1 x=052%
w(x) = e 43 )
v 2o e = 1

=Bl

n=1




Application numérique : fonction d’'onde
gaussienne

|
(x) = (w| X |y) = J () Ly (x)dx = [
0 0

1 1

Wy (x)dx = [ L) Pdx =
0

1 1 (x — 0.5)2
=Jx e 2% dx=0.5
0

2o

- 1 - 1 l/f( )
(p) =(w|P|y) = J W (X) Py (x)dx = J w*(x)(—ih)
0 0)

|
= J 2(x — 0.5) | w(x) [*dx = 0 Vitesse nulle
0



Application numéerique : évolution quantique de la fonction

d'onde gaussienne
t:o t:1 t:3




Application numérique : fonction d'onde gaussienne avec
phase non constante

(x — 0.5)2

1
y(@)|* = ——e
2no

1 x=0.5%
l/j(X) — e 46)% e lf(X)
2no

é lf(X) = e ippart'x
Ppart = 1000

o Sufil)

n=1




Application numérique : fonction d'onde gaussienne avec
phase non constante

(x — 0.5)2

|
[p(x) |* = e 2%
2mo

(x — 0.5)2

l/j( x) — 1 e 40')% elf (X)
200 Lif) — piPpur®

ppart — 1000

o $ufif)

n=1




Application numérique : la particule guantigue qui

rebondit
1

(x)(1) = J x| yp(x, D) dx =

0

x—057%
l//(X,f — O) — e 40)26 elppart'x
2o

_d(x)
Y =

' rebondissement élastique dans les |

= Ppart/ M = cte




TD3 : Systeme quantique a 2 etats (gbit)
Lespace de Hilbert se limite a deux états basiques ket possibles |0) = (1,0) et
| 1) = (0,1), avec toutes les combinaisons linéaires possibles

ly) = a|0) + f|1) =(a,p)aveca,f € C

Les états son normalisés (y|y) = 1, et la phase globale est arbitraire, donc 2
degres de liberte (reelles) pour decrire I'etat quantique d’un gbit (surface d’'une

spheére : Sphére de Bloch a = cos(0/2) et f = €' sin 6/2)

Les grandeur physiques @ sont des matrices 2x2 () avec qui sont hermitiennes

9 = i

Le matrices de Pauli sont une base orthonormale de dimension 3 des matrices
hermitiennes 2x2

(0 1 (0 =i (1 0
1= \1 0 2=\i o = \o -1

— o
0 = 4,01 T 4,0y T 4303 (ay,a,,03) € R3 c = (01,0,,03)
operateur vecteur
UE D PAQ 2022/2023 4 en 3D s
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Exercices

Trouver les vecteurs propres des matrices de Pauli

.
2. Calculer les commutateurs |[o;, 0']-]
3. Calculer lees anti-communateurs {0}, 0;}
4. Etudier I'évolution temporelle du ket |w(?)) pour un
1 n
ly(t =0)) = 7( |0) + | 1)) et un Hamitonien H = ¢,
2
VY
UE D PAQ 2022/2023
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